130

UBER

DIE TRA NSVERSALEN SCHWINGUNGEN BELASTETER STABE.

VON

FERDINAND LIPPICH,

ASSISTENT AN DER UNIVERSITATS-LEHRKANZEL DER PUYSIK ZU PRAG.

(DTth 2 Gafefn )

VORGELEGT IN DER SITZUNG DER MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHHAFTLICHEN CLASSE AM 31. OCTOBER 1861,

I. Theoretische Herleitung der nothwendigen Relationen.

Ein. elastischer Stab wird im Allgemeinen seine Schwingungsdauer verdndern, wenn in
irgend einem Punkte desselben eine trige Masse befestiget wird. Dabei sollen die, die Bewe-
gung unterhaltenden Elasticititskrifte nicht gedndert, das Gewicht der angehingten Masse
nicht beriicksichtiget werden, so dass also nur eine grissere Masse durch dieselben Kriifte in
Bewegung erhalten ist. Dann kann aber diese Anderung der Schwingungsdauer nur in einer
Vergrosserung derselben bestelien, die gleichen Stellenzeiger der Tonhéhen ') in dem belasteten
und unbelasteten Stab vorausgesetzt.

Der Einfluss der angehiingten Masse wird aber nicht nur von ihrer Grisse, sondern auch
von ihrer Vertheilung und der Lage ihres Befestigungspunktes abhiingen, und es soll die Aufgabe
der folgenden Untersuchung sein, die bei dem Problem schwingender Stibe in Frage gestellten
Grossen auch in ihrer Abhiingigkeit von den eben genannten Umstinden darzustellen.

Es scien 2, y, dic Coordinaten irgend eines Punktes der Mittelhinic des Stabes zur Zeit ¢,
und die Bewegung der cinzelnen Punkte erfolge in der Ebene (XY). Die Lange des Stabes
sei mit / bezeichnet und . das Massenelement wum den Punkt (o, y); ¢ die Fliche des Quer-
schnittes, 8 die Dichte, p das erforderliche Gewieht um die Linge eines solchen Stabes zu ver-
doppeln, endlich = das Trigheitsmoment des Querschnittes in Bezug auf die durch seinen
Schwerpunkt gehende, auf der Ebene (X'Y') senkrechte Gerade, beziehen sich gleiehfalls auf
den Punkt (z, ). Fiir den in sciner Ruhelage als geradlinig, oder doch nur sehr wenig

1) Bezeichnet man mit 7, 7%, T3 .. . die auf einander folgenden Tonhihen, die ein Stab iiberhaupt geben kann, so sind 1, 2, 3,
die Stellenzeiger derselben.
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gekriimmten Stab, mit der Axe der @ zusammenfallend gedacht, gelangt man dureh Anwen-
dung des d’ Alembertschen Princips bekanntlich zu der Bewegungsgleichung:

I A e A
1) m TS = s (' —a)

wenn ', ', 7 sich auf Punkte beziehen, fiir welche 2 >z, und keine dussern Kriifte auf den
Stab wirken. In dieser Summe hat man aber bei vorliegendem Falle zwei Partien zu unter-
scheiden, die von einander getrennt werden miissen: 1. den eigentlichen Stab, dessen Quer-
schnitt und Dichte constant verausgesetzt wird; 2. die an den Stab befestigte Masse I mit den
Coordinaten @, 4, ihres Befestigungspunktes, und den Coordinaten r, v irgend eines Massen-
elementes m. Dieser Theil wird in seinen einzelnen Punkten im Gegensatze zu dem friiheren
von keinen Elasticitiitskriften angegriffen.
Indem man Kiirze halber setzt:
(/T Z'[

2 =dq . . T =
Y o 0 e

wo ¢ die Aceeleration der Schwere, und p’ das Gewieht des Stabes bedeutet. wird aus Glei-
chung 1) in der Summe die beiden Theile beriicksichtigend:

L &y &y, , 1 dy
E = —f — (¥—2)dze’ — —Xm . %(x—;v).

da? dt* oy

P

Diese Bewegungsgleichung wurde aber. wie oben bemerkt, aus der Gleichgewichts-
bedingung erhalten, fiir welche es nothwendig. aber anch hinreichend ist, wenn das Moment
der Kriifte, die die beiden unendlich nahen Querschnitte des Stabes bei (zy) parallel zu stellen
suchen, gleich ist der Summe der Momente der den Stab in den einzelnen Punkten angreifen-
den Kiriifte, fiir welche ' > @, und der ganze Theil von = = 0 bis @ = @&, als fest und
unbeweglich angesehen wird.

Erinnert man sich dessen, so sicht man sofort, dass fiir alle jene Punkte, fiir welche man
&+ > a hat, die zweite Summe verschwinden muss, und daher, indem man zur besseren Unter-
scheidung, die auf solche Punkte beziiglichien Grissen p, &, v nennt, fiir die obige Gileichung
folgende zwei zu schreiben sind:

, A%y Ay ' /l e . o dy
o< 2 [TV ey de — E—a) df — = Sm . 2 (1
3) 2 ; e ) (x'—r) da ] @ (§—=2) dt 5 m. - (x—.r)
‘ » 4y td, ’
He=a, 1 21::—/ a7 (& —¢)ds.

Differentiirt man diese Gleichungen nach z und &, so sieht man, dass die von der Verin-
derlichkeit der untern Grenze herriihrenden Glieder versehwinden, indem man darin 2 = «
und & = £ zu setzen hat. Es wird somit

Al

1 @ g2 dr » 1 4
T?"":/—{w’(la"—{—/ _E s _|__\—-m. )1‘

dz’® dr Jodr oL dt?

AL7 Ly

v = — £ dt

v de? f dt?E :
3

@
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und wenn man ein zweites Mal nach « differentiirt, wird, da nur dic von der Veriinderlichkeit
der untern Grenze herrithrenden Glieder iibrig bleiben
d'y dy d'n d*n

2 = . g =
5> T da! dt* 1 ds? dt*

Beide Theile des Stabes ergeben somit dieselben Differentialgleichungen, von deren Inte-
gration die Liosung des Problems abhiingt, die sich ausserdem in Nichts von denjenigen unter-
scheiden, die man bel Betrachtung von unbelasteten Stiben erhalten haben wiirde. Thre Inte-
gration geschieht demnach auf die bereits bekannte Weise, und die Constanten folgen aus den
Bedingungen, wic sie fiir gewisse Punkte gegeben sind. Eben diese Bedingungen sind ver-
schieden fiir die beiden Theile des Stabes, in Folge dessen sich die Integrale von 3) und 4) in
den Constanten von einander unterscheiden werden.

ﬁbergehend zur Bestimmung dieser Constanten, seien zunichst die aus ) gezogenen
Ausdriicke fiir y und 7

y = gsinyst + h . cos yst,

(es_c__l_e—s.r.)’
h=Csinsz+ O cossw 4+ =D (@ —e) + = I (¢4 ),

-

1
6) g = Asinsx + A cossx + = B (¢"—e =) +

N 2 | ’ - @
7, = ¢ sinys’t + I . cos 13,

1 4 . 1 : .
g = L sinct 4 I/ cosaf + = M(eF—e ) L ?]i[’ (e* +e=7),

-1
—

/z’:PsincE-}—P’coscE—}%Q(e“f e”%) + ;)Q("-}-@ %)

ferner werde vorausgesetzt, um fiir den am hiufigsten vorkommenden Fall die Auflosung zu
gcben, der Stab sei an dem einen Endpunkt, fiir welchen 2 = 0, y = 0 genommen wird, cin-
ocklemmt, so dass man sogleich fiir diesen Punkt die fiir jeden Zeitangenbliek zn erfiillende
Bedingung hat:

: . dy
8) r=0, y=0, =0
. e/ [Z‘[‘
Setzt man in Gleichung 3) und in ihrer nach z genommenen Ableitung » = «. so hat

man weiter die fiir jedes ¢ geltenden Relationen:

s
= =il
:/7’ lt

lPl)

»fl“r
<

9 (/3” ] { ) /
N r=q71. -~ —/ E——a) ¥ — -~ Im. (l—f() (> =Y —/

Geht man jetzt auf den zweiten Theil des Stabes iiber, der ganz getrennt von dem ersten
betrachtet wuarde, so hat man fiir @ = £ = a solche Bedingungen zu setzen, die die in der Wirk-
lichkeit nicht anfhorende Continuitiit im Punkte (@, 6) ausdriicken, diese sind aber

\ dy dr,

10) J;:E:(h y=r1, —=—

: de ~ df
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Endhich wird man fiir das Ende des Stabes. da dieses keine dussern Kriifte angreifen
sollen, noch setzen miissen:

, dn —0 , A

de* 1 Ez —

0.

11) E=1,

Die Grissen s und o, von denen die Schwingungsdauer abhingig ist, wurden bis jetzt
als von einander verschieden angenommen. Man sieht aber leicht ein, dass eine solche An-
nahme mit den Bedingungen 10) im Widerspruche steht, sobald man die Schwingungsweise
der obern Theile des Stabes ganz allgemein und ohne weitere Bedingung annehmen wiirde.

In der That 1st es unmoglich, dass zwei Punkte, die ihre Schwingung in versehiedenen
Zeiten vollenden, fiir jedes ¢ sich zugleich an demselben Orte befinden, und wenn man dic
Gleichungen 10) zweimal nach ¢ differentnrt, so erhiilt man z. B. aus einer derselben

dy\  (d
del, dt a

aber es ist

(f’y - = _],25,4,1/ . d*, e 72047‘
dr* T dr f
woraus wegen y = 7 sogleich folgt
§ — G,

und man hat obige Behauptang auch aus den Bedingungsgleichungen erwiesen.

Allein dieses zeigt nur, dass die Punkte von z = @ bis & = / Schwingungen vollfiihren,
dic gleiche Dauer mit denen der Punkte von @ = 0 bis @ = @ haben, stellt aber die Moglich-
keit nicht in Abrede, dass ausserdem noch eine andere Schwingung gleichzeitic und blos in
dem oberen Theil des Stabes stattfinde. Denn maeht man die Annahnie, es habe v die Form

7

=g sinys*t 4 K cosys’t - ¢' . sin Yo't + A cos 67t

was immer erlaubt ist, da der Differentialgleichung eine Summe dbulicher Ausdriicke wie 7)
. do" i 17,
E=wa, 9" = 0 und 2" = 0, dessgleichen: = 0 und

dE dE
wird man vollstindig den Bedingungen 10) geniigen, obwohl fiir £>a die obigen Ausdriicke
endliche Werthe annehmen.

geniigt, und es sei fiir

= 0, 50

Es ist zwar im Vorhinein klar, dass in einem Theil des Stabes nieht eine Schwingungs-
weise existiren kann, ohne sich sogleich iiber seine ganze Linge zu verbreiten,-jedoch der
Vollstindigkeit wegen mag aucli diescs aus den aufgestellten Bedingungen erwiesen werden.

Zu diesem Zwecke wird man die erste der Gleichungen 9) wiihlen. Bedenkt man, dass
die Punkte der Masse M iibereinstimmend mit denen der untern Theile des Stabes schwingen,
so liisst sich diese Gleichung unter obiger Annahme von v auf die Form bringen

29 L . ., o E2 o {5 2 3ol ,
{f (iz—'(] ) — st [g' (5 —a)ds — 7‘3‘[1’,3 sin vs° — {T ((/71‘) — st /h’ (E—a)de — 7'25'%';» cos ys* =
de* |, . ) . .

4 4
— 1'o* [g” (§—a) d? . sin ya°t + y'a! [/z” (E—a) dg . cos ya't
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wo die Bedeutung von R und S, die von der Zeit unabhingig, leicht erkannt wird. Differen-
titrt man diese Gleichung zweimal nach # und dividirt das Resultat durch dieselbe, so erhilt
man wieder

§ —= G
so lange die im rechten Theil stchenden bestimmten Integrale nicht verschwinden, denn dann
wire aus obiger Gleichung das s nicht bestimmbar. Allein die Integrale

l

f g (E—a)dE [ k' (8 —a) dE

a

konnen nie der Nulle gleich werden, denn sie wiirden ausdriicken, dass die Schwerpunkte der
Flichen, die von den Curven 7 = ¢’ und v/ = %" eingeschlossen, und von (¢ —a) = (I— «)
bis (§—a) = 0 genommen sind, die Abseissen @ haben, also in die eine sic begrenzende
Ordinate fallen, was unméglieh ist.

Man hat daher nach Allen diesem immer zu setzen

12) e

und es geniigt fiir y und v gleichzeitig dieselbe Form, am einfachsten nur ein Glied, wie in
6) und 7) anzunehmen.

Bevor man jedoch zur Substitution der aus 6), 7) und 12) genommenen Werthe von g, 7
und deren Ableitungen iibergehen kann, niimlich in Gleichung 8) bis 11), miissen noch die
auf die Masse I beziiglichen Summen in eine zur weitern Behandlung geeignetere Form
gebracht werden. Um dieses zu leisten, werde fiir die Masse 9t ein neues Coordinatensystem
eingefiibrt, dessen Axen immer dieselbe relative Lage gegen die Punkte derselben einnehmen.

- Die Masse M wird aber als blos in dem Punkte (2, ) mit der Mittellinie des Stabes, oder
vielmehr mit dem durch (@, 0) gehenden Querschnitte desselben, als fest verbunden ange-
nommen, und dieses ist demnach eine, ihre Lage in Bezug auf 9t nicht indernde Ebene.

Die Durchschnittslinie dieser Ebene mit (WX, Y) oder der Schwingungsebene des Stabes
sei die Axe der », die auf » senkrechte, in der Ebene (\X'Y) gelegene Gerade, oder die Tan-
gente an die Curve der sich bewegenden Mittellinie im Punkte (@, 4) sei die Axe der «, die
Axe der w demnach senkrecht auf (», #) oder Eb . (XY) im Punkte (a, b) gezogen.

In beistehender Figur ist X'/l )" die Schwingungsebene, SS*
ein Theil der Mittellinie zur Zeit #, M der Durchschnittspunkt
von SS mit dem fest mit der Masse M verbundenen Querschnitt,
dessen Trace auf der Ebene ((X'1) MV ist; m die Projection
cines Massenelementes von M auf b . (X'Y) oder (UV), also:  pl.

Pl
Ap =1, mp =y
My = u, mp =»
AP =a, MP =05
db L. dy
und wenn man unter - dagjenige verstelit, was aus == wird, wenn
@ dx ’ s
. . 2/
man darin » = «a setzt, so ist noch T

e db
11 l = ==
=] du 4 Y




(VL]
<

Uber die transversalen Schwingungen belasteter Stiibe. 1
woraus dann sofort erfolgt
r=a 4 wecosi{— vsins, Y="b 4 usine 4+ vcosi
oder. das Bogenelement in (a, b) mit d/ bezeichnend

da db ) — db da.
):__(L—kuﬁ—?;—(ﬁ, t)_;+ud7+171.

Da aber schon oben ds mit do verweehselt wurde, wird man mit demselben Reehte aueh
hier da = d/ setzen, und daher

b db
r=a -+ u—uov—— y==6b+ u— + v
da da

woraus weiter folgt, weil « und » von 7 unabhingig sind

13 d*y d*b d>  db
0) de T dr “ d " da
dieses mit
db
(r—a) =u—v . -
multiplieirt gibt
2y d*b , & db b & db & db
14 =) =— =l == - S D — . — W — . —
) (’1 (O dt* & dt T de*  da : da  dt* “ da ' dt* da

Diese Werthe aus 13) und 14) zugleich mit m = dm in die entsprechenden Ausdriicke
9) gesetzt, ergeben fiir die dortigen Summen:

L dy b r i) . W db b d*  db
mez—f,) (x—-a) :(7 /u dm + ‘ L fwedn — =22 [z- cdm— 2 . —_— [m* . dm
d# dr*

dr " da da = dft " de ~ df " da,

£ 4% / £Loodb o
v _ ,
BT =— [dm - .= /w«dm.

dt’ de* | + dtt da,

. 4 X db

Diese Integrale haben sehr bekannte Werthe, und bedenkt man weiter. dass 6 und —

. . db “dbN\? 20 «
selnr kleine Grissen sind, so dass b e und (—/-—) mit [dm.e und fdi . we multiplieirt gegen die
du aa -

iibrigen Glieder vernaehliissigt werden kinnen, und zwar um so mehr, je symuetrischer der
Korper in Bezng auf die Mittellinie und die Ebene (A'Y) gestaltet ist, so kann man, mit 11 die
Joordinate des Sehwerpunktes und durch § das Triigheitsmoment der Masse 3 in Bezug auf
eine durch M gehende, und auf der Ebene der (ur) senkrechten Geraden bezeichnend, setzen

- - Q N 4’ e d’ ﬁ
15) Tue 2 (k «) = MU 7 R

, d*y d-b d* db
16 Tm. — = W = R e

6) LU M =t M -
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I\un kann man auch an die weitere Entwickelung der oben auafgestellten Bedingungs-
gleichungen schreiten. Man hat zunichst wegen G]elchung 12)

y=gsinys’t + b . cosys’t, n =g sinys’t + I cosys’t
17 & Y 2 2 ll ) 3 9 o
) (hj — 77" (g sin y5°t + k cos 751), (—]; = — %" (¢ sin 18t + I cos 1s%).
[« dr*

Ferner weil s eine, auch von = und & unabhiingige Grosse bedeutet:

dy dg y dh 2y dn dg" y dh' 2
- — = — — = L o7 - 08 S
da dx y TS + cos g d& ds sin s +- COo§ 78
&’y dg® . g d*r Ay
18) T = o sm st - . dEZ : (25 sin 18 2
d.‘!!/ (ZR‘Q .
(E‘g dis -
dr dy dg . dh :
9 4'_.____214 - a7 —— "31‘.
19) de de 1 (d.v Sin 387 +- dx cos s )

Substitutionen von 17), 18), 19) in die Gleichungen 8), 9), 10) und
11) ausgefiihrt, so bemerkt man, dass, da sin y5°% und cos ys* vor das Integralzeichen kommen,

Denkt man sich die

nur solche, mit diesen Grossen multiplicirte Glieder vorkommen. Allein die Bedingungsglei-
chungen enthalten nur die zweiten Ableitungen von ¢, in welchen wieder nur die g nnd ¢ und
deren Ableitungen nach 2 mit sin y5%, die £ und %2 und deren Ableitungen nach 2 aber mit
cos st multiplieirt erscheinen.

Sollen aber diese Bedingungen fiir jeden Zeitaugenblick erfiillt sein, so miissen sowohl
die Summen der mit sin §s°%, als auch die Summen der mit cos ys'¢ multiplicirten Glieder,
jede fiir sich der Nulle gleich sein. Nach allen diesem zerfillt also jede Bedingungsgleichung

in zwei neue, die einfach dadurch erhalten werden, dass man einmal

e dg d'g Ly ) dy , N dg' &g &g
9 189, dl ) (Z.'UQ, (st’.? 19 (Z.I?’ g, —1%Y, ’]‘S ’ d£2 ° d;x
das andere Mal aber
i dh Pk dl di R PR
by —s'h, — 000 e T B, — s S
’ i Vde ! de?? det’ [ de’ LY TS, ds’ de’ a4z
an die Stelle von '
’ZJ.’/ J'// df_l/ rl“‘// d* dy d'n dq  d*n d's
I O = = i ‘ B 0 e 1 Al -—. ot s 9 .~
Y der’ de ! det! dat det” da’ i de*’ s ’ de® ° dE?
setzt, so dass man folgende Gleichungen erhilt:
20) l:O, g__U h =0
(/(/ O 4% .
(/‘l‘
o’ g st dg
9 = @3 = — ]f: — ([ Y .
o) w=a; fg F—a) & 4 2 (JJU.IJ + 8 dw)
d’h dh
LA /k (E—a) d¥ + (E)Jmiz +3. %)
dr? l.v/



21)

r=%
22)

E=1
23)
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d’h ¢ s? d,
e — 4 r e gl [ s _.9
=g - (ng + MU dx)
d’h : : 1
= [W&' — (E)‘Rk + MU Q)
dx 0y dx
g=y h=1"Fx
dg __ dg' dh __ d¥
de ~ df  dx | dE

&y ok

P gz ="
vy &k
dg? de?

Es wird geniigen, blos einen Theil dieser Gleichungen zu betrachten, z. B. denjenigen,
welcher g und ¢’ enthiilt. In den daraus erhaltenen Formeln wird man nur an die Stelle von
A, A'. .. LL ... zu setzen haben: G, C"... P, P'.. . um sofort den auf %, & beziiglichen Rela-
ttonen zu geniigen. Im Folgenden sei es noch erlaubt der kiirzeren und iibersichtlicheren
Schreibweise wegen, die hyperbolischen Functionen einzufithren, also zu setzen:

S =

(e — ™), Gof . sx = % (e” + e™).

-

—

2

Aus den Gleichungen 20) folgt sogleich

24)

A =0 A=—0D

so dass man schreiben kann

g = A (sin sz — &in. sx) + A’ (cos sz — Cof. sx)

woraus man die nothigen Ableitungen findet

25)

clg_

dx
d'g
dax
d’g

dx®

s A (cos sx — Gof. sx) — s A (sm sz + Sin. sx)
— §°A (sin sx 4 Sin. sx) — s°A’ (cos sw 4 Gof. sx)

— §*4 (cos sz + Gof. sx) + ' (sin sz — Sin. s)

Die auf ¢ sich beziehenden Ableitungen werden sein

dlgh = s (Lcos s5— L'sin s§ 4+ MGof. s 4+ M Ein. &)
ds
26) (fl—f = — ¢ (Lsin.s& + L' cos s§ — M&in.s& — M Gof . s)
T — — s (Lcos 85— L' sin.sf — MGof . s§ — M &in . %)
5

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XXI. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgliedern.
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und damit kann man sogleich die aus 22) folgenden Bedingungen hinschreiben

A(sin sa— Cin sa) + A'(cossa— Cofsa) = Lsinsa 4 L' cos sa + M Sinse + M’ Cof sa
A(cos sa—Cof sa) — A" (sinsa— Cinsa) = L cossa— L' sm sa -+ M Cof se + M’ Sin sa
eben so die aus 23) sich ergebenden

Lsinsl 4+ L cossl — M Cinsl — M Cofsl =0
Lcossl — L' sin sl — MCof.sl — M Cin sl = 0.

Die Gleichungen 21) fiihren auf gewisse Integrale, deren Werthe leicht zu erhalten sind,

es giht sie die folgende Tabelle:
]

. 1
/Slll 83 . (]; == — —

.'):4)

-

S :
(cos sl — cos sa); ﬁ’os s§ . di = — (sin sl — sin sa);
N S

| 1 I 1 .
[@m s2 . di = — (@Df sl — @of .sa); fQD] st . df = — (@m sl — Sin ,ga),
g s s

4 1
f&’ sin s& . ds = — (sin sl — sin sa — sl cos sl + sa cos sa);

S
29 3
) ;—7/ s ot 1 . .

eossE . d — (cos sl — cos sa + sl sin sl — s« sin sa);

o/ S
e e e e - ) )
2 Ein st . di = — — (Cinsl — Einsa — s/ Cof s/ 4 sa Cof sa);

o

1
Gof s5 . d7 = (Cof sl — Gof sa — sl Sin sl + sa Sin sa).

Die Substitutionen der entsprechenden Ausdriicke in 21) ergeben, wenn man zugleich
die Bedingungen 28) beriicksichtiget
30) A (sin sa+ €in sa)+ A'(cos sa+ Gof sa)= Lsm sa+ Icossa—DM Sin sa— M’ Gof sa —
_T9J H{A(smsa—@msa)—k A'(cossa—Gof sa)

0%
l

31) A (cossa+Gof sa)—A'(sin sa+ Sin.sa)=

GU

+_

2
s®

<)
~-©

A'(sin sa— Sin sa

L cossa—I/sin sa—M Gof sa—M' €in sa 4+

M

——si I {A(cossa—@ofsa)——— (s Si }
A(sin sa—&in sa) + A'(cos sa — Sof sa} -

+ :—IISJR'(A(OOS sa—Goj sa)— A'(sinse— Sin sa%
L7A¥}

Wenn man die erste der Gleichungen 27) sowohl zu 30) addirt, als auch davon abzieht,

dasselbe mit der zweiten der Gleichung

chungen, niimlich:

27) und 31) macht,

so erhilt man vier neue Glei-

32) A g” sin s + a} Y {'2 cos sa + a'; 2L sin sa + 2L cos sa
33) .l % Ein sa + a?- + A {" Gof se + 5 — 2 MEinse— 2 M Qof sa
34) A { cos st + Bf — A" {2 sin sa + | 3’5 = 2L cos sa— 2 L' sin sa
35) 4 { Gof sa + P5 + A <2 &in sa — 3; — 2 M Gof s« — 2 M Ein sa
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wo folgende Abkiirzungen eingefiilirt wurden

s* . , s* .
a = — MU (sin s — €insa) + — I . (cos sa — Gof . sa)
O’f) '7';9
st s g .
o = — Ml(cossa — Cof.sa) — — I . (sin sa + Eiu.sa)
36) o oy
' s . , s* T
B=—_—M (sinsec — €insa) — — MU (cos sc — Boj . sa)
O'r’) O'f
8 *l . o~
= M (cossa— Gof sa) — — MU (sin sa + Ein sa).
0y 0y

Aus der Combination von Gleichung 32) und 34) erhilt man Z und L', und eben so M
und A/’ aus der Combination von Gleichung 33) und 35) blos durch die Constanten A4 und A’
und die iibrigen Grossen, die durch das Problem gegeben sind, wie sie folgen, ausgedriickt:

1 . A .

L = % (2 + asinse + B cos sa) + — (a sin s — 3 cos sa)

,_ 4 . A’ .
L' = 3 (« cos s¢ — B sin sa) + - (2 + o cos sa + 3 sin sa)

37) ; -

M=% (—2+ «€insa — B 6of.sa) + - (« €in.se + § Cof.sq)

’ “‘1 ) o~ ‘4’ 0w 0 A
M =3 (— a Cof.sa + 3 Sin sa) — 5 (2 + o Gof.sc + 3 €in.sa).

Die Gleichungen 28) geben aber noch zwei Relationen zwischen L. L/, M. M, die auch
erfiillt sein miissen, und die nach ausgefiihrten Substitutionen von Gleichungen 37) zur Bestim-
mung von A, A" und s dienen werden. Beriicksichtigt man hiebei die Relationen

Gof.sl Gof.sa F Sinsl.€insa = Gofs (I F «)

38
) €in.slGof.sa ¥ Cof.sl Sinse = Cins (! F «a),

so kinnen diese zwei Endgleichungen in folgende Form gebracht werden:

39)4 {‘3 (sin sl + Ein sZ) 4+ a (coss (l—a) + Gof s (Z—-U)) = ﬁ(sin s(l—a) + Sins (Z_“));':

= —4 %"3 (cos sl + @of.sf) 4 o (COSS(Z——(() + Gofs ([—a))—,?'(sius(l—u) + C-Eina'(/—a)):'

N~

40) A’ {2 (sin sl — €in sl) + o [sin §(l—a) —Cins (!—-—a)) + 5 (ms s (l—a) + Gof s (Z—~a))

——

= 4 g?[msl-;-(ﬁofsl) —a (sins(l—a)—Sins(l—a)) + B (coss (l—u)-+6of.s(l—a))

Die Grissen A, A" und s bestimmen sich daraus wie folgt. Zuniichst kémmt man durch
Multiplication von 39) und 40) wie sie iiber einander stehen, zu einer transcendenten Glei-
chung, die nur s enthilt, wenn man zu beiden Seciten der Gleichung A/’ weglisst. Da also
alle iibrigen Counstanten, die bis jetzt noch unbestimmt blieben, daraus verschwinden, so muss

*

)
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sie auch identisch sein mit derjenigen, die man aus den % enthaltenden Theilen der Gleichun-
gen 20) bis 23) erhalten hitte. Die Wurzeln dieser Gleichung liefern die moglichen Werthe
von s, nnd daraus die zugehorige Sehwingungsdauer des Stabes t nach der Gleichung

2xl?

2 *

Y

41) i—

Da es fiir das Folgende nothwendig ist, so mégen einige Zwischenrechnungen angedeutet
werden. Zunichst gelangt man nach einigen Reduetionen zu dem Ausdruck

4 (cossl.Gofsl+1) +

+ a{(sin sl~~@insl)(< 0ss({ —a)+ Cofs(l—a) (m%l+ Gof .sl)(cm s (l—a)— Sins(l—a)) +
4+

+

+

(s )
( sin s/ — Sin sl (sms (l—a)—Sius(l—a) ) + (( os sl 4 Gof l)(( os s (l—a) + (§Dfs(l—a)
(( os sl + Gof Sl)

(

) —
)

cos s (I—a) +6of s (! —a)) + (sin /—Sin sf)(sin s (I—a) + Sins(l—a)
) —

( (st ))
(coss (l—a) + Gof s (l—a cos sl -+ Gof sl)(sm s (l—a) + @Jms(l—a)) L

+ 3(sin 5L + @insl)

|
|
j
|

al + a’ﬁ)(vos s (I—a) Gof s (I—a) + 1) = 0;

oder, indem man die Multiplicationen ausfiihrt, und dabei auf Gleichungen 38) Riicksicht
nimmt

0=1 (cos sl . Gof sl + ]) 4+ (aﬁ’ + a’@) (eos s (l—a) . Gof s (l—a) + ]) +
4+ a (sin sa — &in . sa.) + o (eos sa + Gof Sa) + B (cossa + Gof sa) + (sin sa + @insa)
4 a ( sin sa . Gof s(l—a) — sin s(l—a) Gof sl + cos sl.Sin s(l—a) — cos s(l—a) Sin .s'l)

(
—sins! .€ins(l—a) + sin s({—a) Sinsl 4- cos sl Cof s(l—a) + cvs s(l—a) Gof [)
“1-'1))
(
(

( sin s . €in s(l—a) — sin s(l—a) Sinsl + cos sl Gof s(l—a) + cos s(I—a) Gof sl)
B( sinsl.Gof s(l—a) — sin s(l—a) Gof sl — cos s/ Sin s(l—a) + cos s({—a) Sin s7)

Es ertibrigt nun noch die Werthe von o, «, 3, 3 aus 36) einzufiibren. Man findet dabei

4
af + Ba’ = 0:_,;2 (MWP—IM) (cos sa . Gof sa—1)

und die Sumime der folgenden vier Glieder

Y
w

l

s? ; )
— 4 — MU . sin sa.Sin sa—2
0

Q (sin sa Bof. sa + cos sa Sinsa) —

<,
€

8 o .
— 2 — M (sinsa Cof . sa—-cos sa Sin sa),
P
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so dass man mit Beihilfe der Relationen 38) endlich zu folgender Gleichung gelangt:

‘9(

4 (cos sl Gof s/ + 1) 42 (SJRH — ) (cos sa Gof sa—1) (cos s (I—a) Gof s (-—a) + 1)

. {E { 5 (Sin sa Gofsa - cos sa Sin ga)__‘_)(sins(l—a)@ofs(l——a) + Coss(l—a)@ins(l—a)) +
o5
- 4 (sin sl Gof sl + cos sl Sin sl) + (sin sl Cof s (I — 2 a)+cos s (I—2a) €in sl);u}-
S0 . 5
2(1[ %Qm s ({—2a) Gin sl + sin sl Sin s ((—2a)— 2 sin s (I—a) Sin s (l—a)— 2 sin sa Ein sa$
.ssJ

2 sm saBof sa—cos sa Ein sa] (qm s (l—a)@ofs (I—a) — coss(l—a) Sins (Z—a))

w

f)u

- (sin sl Gof sl— cos sl Sin sl) - (sin sl Bof s (I—2a) — cos s (I—2a) €in sl); = 0.

Die Werthe von 4 und 4’ kénnen auf zweierlei Weise ausgedriickt werden, je nachdem
man die Gleichung 39) oder 40) beniitzt. In jeden Fall hat man aber nothwendig zwei neue
Constante [ and F, einzufiihren, die von dem Anfangszustand des Stabes abhiingen werden.
Man erbalt also entweder

== —E[ (00:5Z+ Gof sZ) (cossa—@of sa] {S?gl (ooss(l—a) + Gof s(l—a))
i
_‘i_m(sin s(l—a)+ Cin S(Z—a))} —{—(sin sa+ CSin sa) ;s ;JJ;II
— ‘Z_j (cos s(l—a) + @ofs(l—a))}]
A E["') c R . . {s*mu
= J ~(sm sl+4€in sl) + (sm sa—cmsa) \ 5

- So‘_m (Sin s(l—a)+Cin S(Z_“))}—("OS sa—Gof sa) {S'Efl;u
’f) 7]

(sin s(l—a) + Sin S(Z—a))
43)

(eos s(l—a)+Gof s (Z——a))

(sin s(l—a) 4 Sin S(Z—a))

3

_‘g (cos s(l—a) -+ @ofs(l——a))}]
oder

N

A= E [‘2 (sin sl—Cin Sl) + (( os sa—Qof sa) ;g il

7 (qms(l—) @ius(l-—a))

+ ﬁR (cos s(l—a) 4 Gof s(l—«a))} (sm sa-+&in sa){ i (( os s(l—a) + Gof s (l”—“))
44) % o

e g

4 f%(sm §(l—a)— ©Illa(l»~—cz))}J

04

s (em s(l—a)—Cin s (Z—-a))
o

Vil — E[ (eossl—{-@ofsl) (sm sa—Cmsa,)

- S\in (cos s(l—a)+ (Sofs(l—a)) (cos sa—@of sa){ ol ((’os §(l—a)+Gofs (Z—-a))
09 99
+ %(s1n s(l—a)—&in s(l-—a))}]
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Bezeichnet man die mit /7 und £, multiplicirten Ausdriicke resp. mit G, G’ und G, G,
so erhilt man aus Gleichung 6)
45) g=—F{G (sinsx—Sin sx) — (' (cos x— Qofsx)} = L, {G (sin sx—Sin sz) + G, (cosz—Cofsz)} .

Da sich durch Substitution von A und A" in die Werthe von L, L/, M, M’ keine beson-
dern Reductionen ergeben, so wird es erlaubt sein, diese Substitution nur angezeigt zu lassen,
und dabei zur Abkiirzung zu setzen

— 2G — sin sa (Ga —G'a' ) — cos sa (G3 +G'B ) = 20

46
) 20, + sin sa (Ga+ G/d) + cos sa (G 3—G/F) = 2T,
T 2G" — cos sa (Ga —G'a ) + sin sa (GB + G'B') = 2I"
) 2G, + cos sa (Ga+4-G/d) — sin sa (G B—G/3) = 2I",
18) 20 — Cinse (Ga —G'd ) + Gof so (G +G'F ) = 2Q
— 26, + Ginsa (Gia+ G/d) — Gof sa (G,f—G,'F) = 22,
19) — 2@ + Gof sa (Ga—G'd ) — Sinsa (G +G'F ) =22

— 2@, — @of sa (Gya+G/d) + Cinsa (G,3—G/F) = 29,
so dass man haben wird
50) L=Er=ETl; Il =ET'"=ET/; M=E2=E2,; M =FEY = EQ9,
in Folge dessen aus Gleichung 7) hervorgeht
51) g= E{l'sinst + Q&inst + ["cosst + Q' Cofstj= E, {[';sinsf 4 2, Sin st + '/ cossE 4 Q,/CofsE}

Fiir die Functionen % und %' seien die den /Z und L, entsprechenden Constanten mit 2
und F; bezeichnet; dann kann man ihre Werthe wegen der schon oben gemachten Bemerkung
sogleich hinschreiben, denn es kommt

52) C=LEG=EG ; C=EG =FEQG/
P: E/F — El;[\lg ])1 — E/F/ = EIIFI/; Q = EIQ — .Elliz; Ql — EIQI = lr‘;zl/
zu setzen, und wenn man noch zur weitern Abkiirzung die Bezeichnungen einfiibrt

— G (sin sz — Gin sx) + G (cos sx — Bof sx) =

s .

) Gy (sin s — Gin sx) + G, (cos sz — Bof sx) =
34) I' sins? 4+ Q @insE + [V cosE + @ cossE=E
o . - . 17 ’ =

Isin st + Q,Sinst + I'YcosE + 2,/ CofsE =2

-

so wird also

55) h=LEX=E'X = FE'E = E/E,
und fiir ¢ y und 7 in den beiden Theilen des Stabes wird man haben

y= X (E sinys't + E' cos 15°t)

56) . . - 3
y = X,(L sin ys°t + L) cos %)
57) n=2=C (L sinys’t + L' cos y5%)
57
y=E, ({5, sin y8°¢ + 19/ cos ys°t)
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wie vorauszusehen von derselben Form wie bei unbelasteten Stiben. Da aber X' und Z ver-
schiedene Funetionen von « sind, so wird fiir jeden Zeitmoment ¢, die Curve der Mittellinie
aus zwei Theilen bestehen, die nach verschiedenen Gleichungen gebildet sind, und in dem
Punkte M oder («, ) so zusammentreffen, dass sie hier die Ordinate und Tangente gemein-
schaftlich haben. Ubrigens unterscheidet sich das Gesetz der Curve von z = 0 bis & = @ nicht
von demjenigen bei unbelasteten Stiiben.

Es eriibrigt nur noch, die Constanten £, IJ', I, E, aus den gegebenen Anfangszustin-
den des Stabes zu bestimmen, und die gewdéhnlich befolgte Methode wird aueh hier mit einigen
Modificationen zum Ziele fiihren.

Bezeichnet [y] die Ordinate irgend eines Punktes des Stabes zur Zeit ¢, so hat man:

Ayl a4
7 R (]

Multiplicirt man diese Gleichung mit [ X] d[z], wo [X] einen der Ausdriicke 53) oder 54)
bezeichner, und integrirt in der ganzen Ausdehnung des Stabes, so wird

I ! 14 -
X e =—1s f [X][y]de.
0

0

Da man aber hier jedes [y] mit dem zugehérigen [ X] zu multipliciren hat, so muss man
im vorliegenden Falle das Integral in zwei Theile zerlegen, nimlich

e a ! a 4
c(Z—t { /A'y de + /E-q (Z’;'} = — s g/;Yy dx -{—fE‘q (]E}.

(7]

Die Integration dieser Differentialgleichung ergibt
¢ ?
58) fXZ/ dx 4 /E‘q dt = Hsin st + H' cos syt

Setzt man im linken Theil dieser Gleichung fiir ¥ und % ihre Werthe aus 56) und 57), so
geht sie bekanntlich in eine 1dentische iiber, die fiir jedes ¢ erfiillt ist, daher aus dieser Substi-
tution folgt, wenn y, und v, diec Ordinaten fiir # = 0 bedeuten:

a 7
]“{ f Xod E%ZE} =

[ Xy, doe + [ Ends

E/ — a !
S Ndz 4 [ =k

o

59)

und wie man leicht sieht, hitte man auf dieselbe Weise gefunden

./al'x.’/ndw +./IEIYAUJ€
59) F, = a aZ

S Xidxe 4 [ =t

0 a

~]
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Differentiirt man 58) nach ¢, und nennt w, und v, die zur Zeit ¢ = 0 statttindenden
(Geschwindigkeiten, so tindet man durch eine d@hnliche Substitution wie oben

[ Yudwt f* B, d S Xougde + [ E v, d

60) Ee . P /

Jf© il 2t [N ds TR
a 0 a

(]

Iiemit wire der Zustand des Stabes zu jeder beliebigen Zeit gegeben durch die Anfangs-
werthe von y und w, so wie durch die iibrigen Coustanten und keine unbestimmte Grosse mehr
vorhanden.

Die anzuwendenden Gleichuneen sind jedoch eomplicirter Natur und die Schwingungs-

o o o
dauer, deren Kenntniss von besonderer Wichtiokeit ist, hiingt von der Auflosung der weitldu-

) te] ) te) t=)
ficen transcendenten Gleichune 42) ab. Man muss sich daher begniigen, die Auflosung fiir die

e o t=) =) ? te)
am hiufiesten vorkommenden Fille wenigstens durch eine entsprechende Naherung zu geben
g 3 g )

Vor Allem mag bemerkt werden, dass die Gleichung 42) sowohl als auch 43), 44), 53
54), 56), 57) fir M = 0, T = 0, und fiir ¢ = 0 in die entspreehenden Gleichungen fiir unbe-
lastete Stibe iibergehen, ndmlich in:

eos sl Gofsl +1 =0
A = — 2FE (cossl + Gof st)
61) A = 2FE((sinsl + €in.s!)
N=2 (sin sl + &in sf) (cos st—Cofsx) — 2 (cos sl+ Cof s) (sin sx—Sin s)
y=2N {Esin ys°t+ L' cos 157},

wenn man der Einfachleit wegen fiir A4, 4'; X und y nur die ersteren Ausdriicke beibehilt.

I Folgenden sind diese Gleichungen als Grundlage genommen, weil es besonders er-
leichtert und iibersichtlicher maeht, wenn man untersueht, welehe Verinderungen durch das
Belasten an den entsprechenden Grissen bei unbelasteten Stiben hervorgebracht werden.

a) Ist der Stab in irgend einem Punkte belastet, so kann man wohl annehmen, dass I
nicht sehr gross sein wird, wenn anders die Bedinguug, dass die angehingte Masse nur in
einem Punkte befestiget ist, wenigstens angenihert erfiillt wird. In dem Fall, wo die Masse
mit einer grosseren Fliche an den Stab anliegt, kann diese entweder nicht als blos trige an-
genommen werden, da sie eine Biegung erleiden wird, oder wenn sie absolut starr wire,
wiirde in den Befestigungspunkt keine Biegung eintreten und daher der obere Theil des
Stabes, als von den untern getrennt, nur eine Belastung fiir diesen abgeben.

Man darf also fiir @ <</ immer annehmen, dass § und U keine grossen Werthe haben
werden. Beriicksichtigt man noeh, dass wenn A/ die Masse des Stabes, 1'sein Trigheitsmoment
in Bezug auf eine durch seinen Endpunkt gehende, auf der Schwingungsebene senkrechte
Drehungsaxe, und U die Entfernung seines Schwerpunktes vom Befestigungspunkt bedeutet,

man haben wird
gl = M, eil’ = 37, o = 3MI =4 U7
dass also, wenn man

sl

I
VCI
(V3

I
~| o
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setzt, nur die Verhiltnisse

b3 1

3T ' 4U
vorkommen, die aber sehr kleine Zahlen sein werden, so wird man sich wohl erlauben diirfen
in diesen Fall fiir 42) zu setzen

M e a a a a
— = 9(g —{ A — &1 —
(coso . Bojo + 1 MJ‘{H(smcl(Eofcl coscl@amc Z)
. a a. @, . a
62) —2(81110(1——-7)60f0(1—7) — €080 (1——1—) Cino (1——7))

. . .- 2a 2 . .
4+ (sm o Bofo—rcoss Ein c) + (Smc(éofc(l——T)—cosc(]—T@m c)}::O.

Denkt man sich unter den beiden Theilen dieser Gleichung die Ordinaten zweier Curven,
so dass die ¢ die zugehorigen Abscissen bezeichnen, so stellt die Abscisse eines Durchschnitts-
punktes auch cine reelle Wurzel der Gleichung 62) vor. Die Curve

63) y = cos g Bof 41
schneidet die Abscissenaxe in den Lntfernungen 1-37011 und dann mit immer grisserer
J 5 - 1 @) F =4 T D] = 7 w1 3 Jwer ) N - ‘ 1oy . -
Niherung in 3 510 5. - (2n41) —-. Zwischen je zwei solcher Punkte liegt nur ein

Maximum, denn man findet die zugehorigen Abscissen aus der Gleichung

: ing
tig e — - —
g Cojs
wo der rechte Theil schon fiir =2, 0964 wird, so dass man mit grosser Niherung die Ein-
. w rr . : . . .

heit setzen kann, und daher ¢ = (O, 5 R 9 T die Abscissen der Maxima sind. Zwi-
schen je zweir Durchschnittspunkte fillt aber anch nur ein Inflexionspunkt, denn man hat

d*y . .

5~ = —23sinc Singe

ds’

daher die Inflectionspunkte den Abscissen 0, =, 27 ... entsprechen.
LEndlich hat die Curve fiir jedes s nur einen Werth von y, und die Maxima wachsen
ungemein rasch, sie sind z. B. fiir

Hr ;
g = T: 3:93 y y:-—lS‘O
iy
= 9 = 707 O 416
4 bee
g =13 T:]O'?l \ y=—93-01.

Die zweite Curve geht fiir @ = 0 in die Abscissenaxe iiber, und daher sind dann die
Wurzeln der Gleichung 62)
w T ™
. A 7
1 87011’ 3?, 057 (7, 9——’....

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XXI. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgliedern.
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fiir den grosst moglichsten Werth von «, d. bh. fiir ¢« = / wird ihre Gleichung

[

p) . . .
i :1_; G {smc@D]c—COSc@m c}

4l

sehneidet dalier die Abseissenaxe in Punkten fiir weleche man hat

Q

l

I

o

|

Q

Il

3=)
W= =

Q

f

-

($L]
A 2

also an den Stellen, wo die Abscissen der Maxima der ersten Curve hinfallen. Die Durch-
sehnittspunkte der beiden Curven haben also Abscissen, die zwischen ¢ = (42 + 1) I und
(200 + 1) T liegen und da o fiir @</ noch grisser werden muss, als fiir ¢ =/, weil die Schwin-

cungsdauer im Allgemeinen um so grisser sein wird je grosser ¢ wird, so sicht man, dass

die zweite Curve fir « zl die erste so schneidet, dass die Abscissen der,

Durchschnittspunkte jedenfalls kleiner als (2n 4 1) —:—, aber grisser als

"

; \ T . .
Cr+ Dz — —={n+1) ) sind. Innerhalb eines solchen Intervalles kann aber nur ein
einziger Durchsehnittspunkt zu liegen kommen, in Folge der angedeuteten Eigenschaften der

ersten Curve, und da in der zweiten Gleichung keiner von den periodischen Gliedern eine
Periode kleiner als T hat.

Je grosser M wird, desto mehr nithert sich die zweite Curve etnem System von parallelen
Linien, die auf der Abscissenaxe senkrecht stchen, und diesclben in Punkten schneiden, deren

Absciscen die Wurzeln des in Klammern stehenden Ausdruckes sind, und in der That ist es
)

nur dann méglich, dass die Gleichung 62) erfiillt werden kann, weil y = 0.cc, miglicher
[ T

4’°—94"‘ein'

Weise endlich ist. Fiir ¢« = { wiirden die Parallelen in ¢ = 0, 6 = 5
schneiden.

Es wurde eben bemerkt, dass fiir «=>0 die Wurzel der Gleichung 62) kleiner sein miisse,
als die entsprechende von 63). Fiir gewisse Werthe von « tritt jedoch eine Ausnahme ein,
nimlich wenn der Gleichung 62) dadurch geniigt wird, dass sowohl der erste und zweite
Theil, jeder fir sich gleich Null wird. U die Moglichkeit zu erweisen, betrachte man die
Gleichungen 36) und 42,), die, wenn man die obigen Nilierungen gelten lisst, sein werden:

o =10 a =0
m . . ) , m .
f=—30 ‘j(f (sm g % — Cino _(ZI): =0 ~ (‘cos q‘_% — Gof o—(l’-)

1 ( ; .
cosaBp]s + 1 + - (cos @ { 1 — 7’} 4 Gof o (1 — %)) (B!\cos o+ Cofe) + ' (sine 4 Sin c)) -+

N N\

a

1 . ; . J 4 . . -
+ " (sm S {1 — —Z-) + Zine (1 — %)) (jmm o — &ing) — ' (cos o + Goj c)) =0

N
.
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Hitte man also

(sin ¢ -+ Gin c) (cos 52— Gof o il) — (cos o + Gof c) (sin s % — e %) ==N()

N
(sin s — Gin c) (sin o i;- —&ing —(}) + ((.‘OS ¢ L Gof c) {cos s % — Gof o %) —

cos6 Bofo 4+ 1 =0

64)

so wire die Ausnahme vorhanden.

Die erste der Gleichungen 64) ist aber identisch mit 61), wenn man X' = 0 und z =«
setzt, die zweite wiirde mit der Gleichung fiir .\ zusammenfallen, nach gehériger Transfor-
mation von 52). Die dritte Gleichung ist aber die fiir unbelastete Stibe in 61). Die X' = 0
und X, = 0 geben dicjenigen Werthe von 2, fiir welche an dem unbelasteten Stab Knoten-

punkte auftreten, also zeigt sich, dass wenn die Masse an einem der miglichen Knotenpunkte

: . . . . n :
befestiget wird, die zugleich mit ¢ = (2n + 1) < auftreten, dadurch dieser Werth auch fiir den

belasteten Stab derselbe bleibt, natiirlich fiir dieselben Stellenzeiger der Tonlighen.

Man kann bemerken, dass sobald man ¥ oder I nicht gleich 0 setzt, dieser Fall nie ein-
treten wird, und in der That ist dann die angehingte Masse auch in einem Knotenpunkte als
in Bewegung zu betrachten.

Durch die obige Analyse der beiden Curven gewinnt man einen Niherungswerth zur
Berechnung der Wurzeln,. denn wenn o eine Wurzel der Gleichung 62) bedeutet, wird man

setzen konnen

~ fad
o = i U e s

wo das obere Zeiehen nur fiir die kleinste Wurzel eintreffen kann.
Das € ist fiir die grosseren Wurzelwerthe kleiner als 1. nur fiir die kleinste Wurzel kinnte

w 0 . .
es auch grisser werden, da aber dann —-—1 schon kleiner als 1 ist, so kann man im ersten

=

Falle die Entwickelung nach der Tailor'schen, im zweiten nach der Maelaurin’schen Reihe
vornehmen, um eine moglichst rasche Convergenz zu erhalten.
Es ist demnach zu setzen

o:f(xé) S (‘/. 3) + lﬁ.z’f” ('/. 3) +oo

o=f (o) +6f (o) 4 l“jjfﬂ ©) +..--

Um aus der ersten dieser Reihen £ zu bestimmen, wird man diese Reithe so umkehren,
Iy , f=) . . N —
dass die Variable & nach Potenzen von — “— - fortschreitet. Die zweite Reibe diirfte selten
S =3)
in Anwendung kommen, da sie ein grosses M voraussetzt, dessen Trigheitsmoment woll nicht
vernachlissigt werden kann, also Gleichung 26) iiberhaupt zu ungenau wird. Die erste Reilie

gibt nun, indem man mit p"Rm den m*" Polynominalcoéfficienten der »* Potenz der Reihe

T

g Sy g f (+3)
(25 + .—(—)Jr(ﬁ;i, —,—(—,: Hoe
! (+3) = 3)

Lo

bezeichnet
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7 R G g A )

e 765
oder, indem man beim zweiten Gliede stehen bleibt

7 (+3)

(£ 8)=—

Bezeichnet man mit o, und o zwei zu denselben Stellenzeiger der Tonhohe gehirige
Wurzelwerthe fiir den unbelasteten und belasteten Stab, so hat man, weil ¢, = = -0 + 8
65) - .
G, x N
0 r:3 ? + 0

und hat fiir » = 1, 8 = 1-8701, fiir « = (3, 5, 7...) aber sehr nahe 8 = 0 zu setzen.
Die zur Berechnung der & erforderlichen Ausdriicke werden sehr weitliufig, setzt man

wieder x = (214-1), und
x—1
4 T @ T oa e T a
q — _ - I 2 o) L Bofx o =008 % — —Cin%— — |—
A 5 ;( 1) [(Df/c + Gof = (1 )]—}— ( . CDfAQZ eos % 3 lCmA? l)
. : ) @ O\ o T a
__3[smx2—(1—7)@ofxé—(l—7)—eosz§(1—7)@IIIA§(1—7)]
2a - 7
— COS % — (1—-7)6111/.§
x—1
17 Tz 5 2a T 2a a T oa T e
e N O i N ema il — 2 alsinxr i e S L
= {( 1) [~611ug+(1 )sz?(l y ]ﬁ—ilqugl@m,{nl
ay . T a\ . & a
_4(1——7)s1uAg(l.—7)€uu»§(l—7)+ -
2a\ . T 9a'~ Fis
—}—(1——2—)5‘11];(?(1—7 cm/;—COS/—(l-———)(SDf }
x—1

n— N {(_1:) 2 [3 (gpf.,_;;;_}_ [1(\(1 _“7“\)?—1]601&{;—((1*%?)] +
+

:o] A

40

T

4 a® B
- —(C()@ /-—Cm * 5

a
; /
“)' 2a\ . bid
+u(1_7)k i
so wird
SN - T
f (xg)=1_44x-2_
f(z :):——(—1) GL\“;—A P/(—
o x1
f"(x—}):—(—l)_Qinz—;——-"])——— A%
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fivr « = (3, 5, 7, . .. .) vercinfachen sieh die Ausdriicke etwas, weil man dann
03 1 =z . .. .
Gof xa — = Sinza 5 = - ¢ ° setzen kaun, wenn anders « nicht so klein ist, dass man nicht
——xu’_‘ +xa T

mehr e ° gegene ° vernachlissigen darf.

("brigens ersieht man aus der geometrischen Bedeutung der Nilierung

dass fiir viele Fille auch diese hinreichen kann. Hat man nimlich zwei Curven, deren Glei-
chungen y = ¢ (s) und y' = ¢ (o) seien, und um ihren Durchschuittspunkt zu finden die
Relation

S =9()—¢() =0

wo bereits ein geniiherter Werth dieses Durchschnittspunktes o, bekannt ist, so sind die zuge-
horigen Ordinaten nicht dieselben fiir beide Curven und zwar

, YA — = 0 = —
5 eyl PA =y, c(s,) 1 BA =y, b (s))
Zieht man an A und A die sich in C schneidenden
Tangenten AC und A'C, und fillt CD senkrecht auf A'D,
so wird man haben
4D 4(z)—CB
0 X oo = o =V
AD CB' —¢(3,) ,
o = o =70

CD: ? (o‘,)—"b

daher

worans hervorgeht. dass obige Nitherung darin besteht, die Abscisse des Durclischnittspunktes
der Tangenten eines S nahe gelegenen, zur selben Abscisse gehdrigen Punktenpaares, fiir die
von S selbst zu setzen. Im vorliegenden I'alle, wo die Curven so rasch ansteigen, diirften,
besonders fiir grossere Werthe von x dic Tangenten mit den Curveniisten nahe zusammen-
fallen, und fiir nicht sehr grosse Werthe von 9 schon das erste Glied zar Bestinmung des £
hinreichen.

b) Die Masse M riicke jetzt bis an dass Tmh des Stabes, bleibe aber noch immer von

T
solcher Grisse und Ausdelinung, dass B und Tf vernachlissigt werden darf, dann wird aus
Gleichung 42)

M
66) O=coso@ofc-{—1—7jc{sinc(§ofc——cosc@inc .
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So lange T sehr klein bleibt, hat diese Gleichung eine zur Bestimmung der s sehr giin-

stige Form, denn setzt man, mit o, eine Wurzel der Gleichung

67) cos g, Qojs, + 1 =0
bezeichnend,
Gy =0 + po
wo p jedenfalls sehr klein ist, und entwickelt 67) nach der Tailor'schen Reihe, so kommt,

die Glieder mit p’s® bereits vernachlissigt

0 = coso@ojs + 1—pc-§sinc(§0fc—0080@inc}

%

dass man also nur p. = = zu setzen hat, und

M
1

g =& .
m

Setzt man diesen Werth in den Ausdruck fiir die Schwingungsdauer:

L 2nl? 1 M2
. 76,° + 73

so zeigt sich, dass der Stab mit einem unbelasteten, blos in der Linge I’ verschiedenen. gleiche

Schwingungsdauer hat, wo
, ; m
I'—1 (1 4 ﬂ).

Denkt man sich also statt des angehiingten Gewichtes den Stab um A/ verlingert, und
zwar so, dass diese Verliingerung gleiche Masse mit t hat, dabel von demselben Material
und Querschnitt wie der Stab, so wird obiger Gleichung geniigt, denn man hat dann

m: M =1:Al
63) m
Al =1 W

Je grisser ¢ wird, desto kleiner muss M sein, um diese Niherung anwenden zu konnen.
Fiir grossere ¢ oder M wird man daher eincn andern Weg einschlagen miissen. Setzt man zu
diesem Zwecke in 66)

Jyr

s = (2=+1) —Q— +
so erhilt man zundchst

F (1) sin€ Goj ot 1 — = c{(—l)" cos & Gof o—(F ) (—1" sink Sinal = 0
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und daraus

FlEn+Df £¢)

Sin(2n41)5 £ €

Gof Rt 1)E + £
1

F tngE=

1 —}—%((27& +1)5 + 5)
69)

—(=1r » :
cost Gof((2n+1))5 + &) 21—]—%((21@—}—1); o s)i"w?is

Cof(2n 4+ 1) £¢

Die doppolten Zeichen sind aber nur fiir 2 = 0 beizubehalten, weil nur in diesem Fall

s auch grésser als — sein kann, denn in den iibrigen Fillen ist fiir It = 0, o zu nahe gleich

-

(22-+1) -, als dass das & positiv ausfallen kinnte, also nur die untern Zeichen zu nehmen

sind.
Setzt man aber £ = 0 und 7z = 0 in Gleichung 69) so erhilt man als Bedingung

m 1 -
M b

LAk
(SRS NiRs }

:O‘

1

o] 2

. . mn . 5 S . .. . .
fiir kleinere Werthe von = ist also bei =0, das & positiv, fiir grossere negativ. Um aus 69)

das £ zu bestimmen, wird man zwei Iille unterscheiden.
n = 0. Man setze als erste Nitherung € = 0, und hat dann wegen

- G % - -
— ——— = 14398, Gof — = 2-5009, 5 = 1-:5708
2 (Sofg 2 2
15708 2 "
F tng ’:: == 5 —_—

1-+41-4398 2 2-:.009(1+1-4398%J§)

mit diesen genilierten Werth geht man in den rechten Theil von 69) ein, findet ein neues §
u. s. f., wobei man sich rasch dem wahren Werthe nithern wird.

n=(1,2,3....) Fiir diesen I'all kann man sich in 69) cinige Vercinfachungen erlauben,
denn man findet schon fiir » =1

€in3 =
P = 009984
Gof 32
g 1 -
Ebenso ist der Factor ——— fiirn =1, 0:0178, fiir »==2, 0:00077, so dass man

Gof (2n+1)
mit steigenden 7 immer mehr das zweite Glied vernachlissigsn kann, und zur ersten Nihe-
rung immer sctzen wird

3); ((2 i+ 1) % — 5)

- -
10) tng ¢ =
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. . . - T
Diese Formel zeigt zugleich, dass mit wachsenden » das £ der Grenze T zustrebt,

und ein und dieselbe Masse eine um so grossere Anderung in der Schwingungsdauer hervor-

bringt, je grosser die Stellenzeiger der Tonhdhen werden.
o) ‘] o (=]
¢) Endlich werde von der am Ende des Stabes angebrachren Masse noch das Tragheits-

moment und Lage des Schwerpunktes berticksichtigt, dann hat man die Gleichung

men® MI 3 . g
71) coso@ojo+ 1 —l—(‘“ — — 311117) c* (cosc@ofc—l)—ﬁas(smc@ofc + coso€ing) —
mu m c .
— a5 ¢* sin ¢ Sin ¢ — JI‘ 6 (sin ¢ 6o s — cos s €ing) =

Auch hier migen wie oben zwei Fille unterschieden werden.

n = 0.
. ! ® N , T g
In diesem Falle muss ¢ zwischen 0 und — + 1-8701 liegen, und zwar niher an Null fiir
T . =

grosse, niher an —- fiir kleinere Werthe von M, T und 1.
Fiir den ersten Fall kann man sich erlauben Gleichung 71) nach Potenzen von o zu ent-
wickeln, und indem man bis o vorschreitet, erhilt man einen sehr bequemen Ausdruck,
amlich. indem man in 71) die nicht von s abhingigen Coéfficienten der Reihe nach mit

P, @, I, S bezeichnet.

und daraus

N |
~—
gl
~
~—

—
1wy
+
~
~
+
o =

]

|
e

so wird man zu einer der oben angefiihrten

Ist aber M, T und U nicht so bedeutend,

. .. N T .
Niherungsmethoden seine Zuflucht nehmen. Setzt man niimlich ¢ = — +.£ und zur Abkiirzung

; ~ & n(ii :”) = Sin (—f iE) =
e S (o) S ()
+ (9+ Q5 e + 8|5+ e G
so findet man aus Gleichung 71)
o (L (=8
73) + tng & = G_( i', _ = (" E)
H(5+8)  cosfGof (3 &) (F£E)

wo man wieder zur ersten Niherung im rechten Theil £ = 0 setzen wird. Um iiber die Wahl

, oder £ = 0 sein muss:

o u

des Zeichens zu bestimmen, bemerkt man, dass fiir c =

74) G(;)—iﬂ = 0.

Cof T
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Dieser Ausdruck, den man ohnedies zur ersten Bestimmung des & rechnen muss, wird fiir

M =0, —

woraus man schliesst, dass fiir negative Werthe von 74) das obere, fiir posi-

=7
Gof 3
tive das untere Zeichen in 73) zu nehmen sei.
n=(1,2,3....) Setzt man wieder zur Abkiirzung, da hier
Sins
Cojo

gesetzt werden darf,

Q ((27: IR s)-’* +R((21-.+ ) — &)2+ S((2n+1)§ - s): G’( 2m 4 1) — s)
147 ((Qx 4t — E)*—Q((?n—}—l)—;— B 5)3+ S((2:+1)77: — E):]l'((27+ He _ )
so findet man, wenn man (2n+1) % als erste Niherung annimmt:

G ((2r+1)7 —¢) _
H(@=+1)5 —§)

. . . T v . . . ~ .
Fiir Werthe die sich zu weit von (224 1) — entfernen, wird jedoch diese Formel nicht
5] ? J

o

1—P . (@2 +1);—¢)
cos §Gof((2n + 1) — &) H' (2 4+ 1) T — )

ey

(—1)"

75) tng

hinreichen, man hat daher noch zu untersuchen, welches in den &dussersten Fall die untere
Grenze, bis zu welcher die o fiir gewisse 3t kommen kénnen, scin wird. Dafiir geniigt es

solche Werthe von s zu betrachten, fiir welche G Segen die andern Glieder vernachlédssigt

o
of 5

werden kann, und es schreibt sich dann Gl. 71)
76) coss— {—— Ps'coss + Qd° (sino + cosa) 4 [2a*sin ¢ + So (sino— cos c); =10

woraus man weiter findet, den Theil in den Klammern fiir sich gleich Null gesetzt:
PA— Q7S
Q5*+ Rs +S

welche Gleichung die Durchschnittspunkte der durch den in Klammern stelienden Theil dar-
gestellten Curve mit der Abscissenmasse bestimmt. Es seien F, G dicse Punkte, und L, L
die entsprechende Curve, ferner A'A” ein Theil der Curve, die der Gleichung y = cos ¢ ange-
hort, und daher A4, B, C Punkte, deren Abscissen mit den Wurzelwertlien ber unbelastetem
Stab zusammenfallen, die der Punkte 17, J. .. aber der Gl. 71) geniigen.

Y Der rechte Theil von 72) wird oo fiir
| =00, und daher kommt mit wachsenden s

dieses einem ungeraden Vielfachen von —-

tang ¢ —

N immer naher, oder die Punkte F, G riicken
\ an die Punkte 4, B, je weiter man von O

0 - \c X aus nach rechts fortgeht.
\ Bei denselben Stellenzeigern der Ton-

hohe kann also durch das Anbringen der
Masse M das zugehorige s sich um = im
fqussersten Falle von dem fiir 9t = 0 unter-

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XXI. Bd. Abhand). v. Nichtmitgliedern. n
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seheiden. Man konnte zwar einwenden, dass diese Differenz eben so gut 2w, 3 =... sein
kisnnte, da auch dann tng ¢ dem Unendlichen zustreben miisste; allein dies wiirde erfordern,

w o . g
dass thg 5 = tng ((9 n+1) + — £} fiir einen endlichen Werth von n unendlich wiirde, und

zwar ein-, zwei-, dreimal u. s. f., was nicht moglich ist, da der Nenner in 72) als wesentlich
positiv nicht Null werden kann.

Lisst man jetzt M und somit auch ¥ unendlich wachsen, wihrend U endlich bleiben
muss, da sonst bei so ungleiehfirmiger Massenvertheilung die Gleichungen 15) und 16) nicht
mehr gelten kinnten, so sieht man, dass weil /> ein Unendliches der zweiten Ordnung wird,
auch tng ¢ == oo zur Grenze hat. Es riickt also auch in diesem Fall Fund G immer niher
an 2 und B. aber nic iiber diese Punkte hinaus, so dass die Wurzelwerthe von 71)
sich von denen der Gl 67) nie um mehr als = bei denselben Stellenzeigern
unterscheiden kinnen.

Wire 7= 0, so wire fiir s = oo die Grenze von tng o die negative Einheit, die ¢ selbst
wiirden sicli also fortwihrend (2 (21)+3) % nihern, und durch das Anbringen von M

. .o Tr . ..
das o sich hochstens um 3 o verringern konnen.

Fiir schr grosse M wird man nach Allem diesem fiir 75) schreiben miissen, wenn wieder
(14 1) den Stellenzeiger der Tonhohe bezeichnet,

G (@n—1)5+¢) 1— P (20—1)5+ &)

- 0 (@e—1)%4-¢ a cos£Col((2n—1)T & H((2n—1)S 4 &
( )z )2 (( )3

n

17)  tng

urT

. . . ! : = = SO
Liegt endlich o in der Mitte zwischen (2 n—1) o und (2n+1)—, so hat man die Glei-
chung: ; ;
1—]’.(‘2n§i~_ :

G(nize) 7 cosEGoj(20 86 (2] 22

-3
(2]
S—

T tng §=

welche sich leicht aus 71) ableitet, und man erkennt einen solchen Werth von g, wenn man
sieht, dass £ = 0 gesetzt

, w " 1 . 7 \*
" (‘3%2)—(——1) ~[1——]’.(3)12)]

Sof Q9 —
Goj 27 5

einen kleinen Werth annimmt. Zugleich orientirt man sich beziiglich des doppelten Zeichens,
denn ist dieser Ausdruck negativ, so ist das obere, ist er aber positiv, das untere Zeichen zu
nelimen.

* Man kann noch einen fiir alle drei Fille gemeinsamen Weg angeben, der hier ange-
deutet werden mag, um die entsprechende transscendente Gleichung aufzulvsen. Fiir diese lisst
sich namlich die Entwickelung machen:

el sl B IR 0 ), | s
_j,(/_;) e 1-9 £ ,% 1-2-3 ° f ’T}
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s 1st aber:

S i £ oA 7 . & , 03 .
1-2f (“3) 4F mf (“5) + ... =/f(9) —f("g)—gf (“3) =¢ (5

und daher:

Ilxs
__;_El:g+%l_¢(

SV

)5

so findet man:

any
|
-
=&
<
:?/
_*_.
[
)
|
|
I

wobel man hat:

b () =7 (x5+1)s 200 ¥ () =2/

7

; +‘q) gf (‘A

; —}-"))—f("%)}; .

Diese Reihe wird um so tauglicher, je grisser f /—)) ist, was immer fiir grosse 2 und M
o . i 7 o
eintritt. Man darf aber niebt vergessen, dass wenn auch in f(,z —= = -q) = 0 mit einen

ziemlich geniiherten Werth von ¢ eingegangen wird, wegen des ungemein raschen Anstei-
gens der Ordinaten der durch y = f(s) vorgestellten Curve, dennoch obige Function einen

N

bedeutenden Werth erreichen kann, was den Vorthetl eines grossen f’ (x -‘7) bedeutend ver-

ringert.
Die Kenntniss des o ermdéglicht jetzt, auch die iibrigen, den Zustand des Stabes bestim-
nmenden Gleichungen niler zu untersuchen. Ausser der Lage der Knotenpunkte ist aber alles

andere von den Anfangszustinden abhiingig, und es soll daher nur vou jener etwas Allge-

D)
meines bemerkt werden. Um sie jedoch mit der am unbelasteten Stabe vergleichen zu konuen,

mag zuerst dieser Fall niher betrachtet werden.

Setzt man in Gl 61) X' = 0, und bemerkt, dass schon fiir ¢ = s/ = 5— kommz:

sing + Sine=>54-65 , coss 4+ Gojo=55"66
und das Verhilmiss 1-02, dass es sich also mit wachsenden ¢ immer mehr der Einheit ndliert,

so kann man angenéhert setzen:

- D . 9% _ o2
79) oS g —sMo— =e¢ !

Man sieht sehon im Vorhinein, dass die Wurzeln dieser Gleichung selhr nahe

T

D — . ...
4

T

I)

¥

)

0, 5 9 1:

T
)
4
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sein werden. Fig. 1, Taf. I versinnlicht den Gang der Curven, deren Gleichungen sind:
:COSE—SiDE s 7}:6—5'

im richtigen Verhiltniss dargestellt. Nemnt man dann ££4%;... die aufeinanderfolgenden
Abscissen der Durchschnittspunkte, so erhdlt man die entsprechenden Entfernungen der Kno-
ten vom fixen Eunde des Stabes aus:

&
21—/
< G
14 AT T T T . .
I'rigt man also von A aus AB = ¢ = |3, 55, T . .| auf, und errichtet in I3 senk-

recht auf ADB, BC = [, zieht die Gerade AC, so stellen die Ordinaten £z, , £z, , Ex,. .. dic
Entfernungen der Knoten vom fixen Ende vor, wobei natiirlich A%, nicht grisser als AB
sein darf. .

Wird aus irgend einem Grunde das s kleiner als oben angenommen, ohne dass die Glei-
chung 79) aufhort zu gelten, so hat dieses, wie man aus der angefiilirten Construction ersieht,
eine Annidherung der Knoten gegen das freie Ende des Stabes zur Folge, und zwar betrigt
die Differenz im Allgemeinen, wenn A = o6 — ¢ Ist:

e

2

AR — Ag .,

o~|

Dieser Fall findet aber in der That sehr nahe statt bei Stiiben, deren Schwingungsdauer
durch angehiingte Gewichte vergrdssert wird, wie sogleich gezeigt werden soll.

Fiir die unter b) gemachten Voraussetzungen, als die einfachsten, erhdlt man aus
43) und 44)

= 2 (cos s/ + @ofsl) -, G =2 (sinsl + €insl).

Die entsprechende Gleichung unterscheidet sich also von 61) nur in den Werthen von s
oder s, und obwohl diese hier kleiner sind als oben, so begeht man doch keinen solchen Feh-
ler, wenn man G' = G’ setzt, um nicht auch hier, selbst fiir den kleinsten Werth von o, die

T lrd .. .. - . . T -
Wurzeln von 79) als gendhert annehmen zu kinnen. Da ferner hier As nie grisser als Tw1rd,

so sieht man, dass der Stab, ob belastet oder nicht, fiir Tonhdhen mit den-
selben Stellenzeigern auch dieselbe Anzahl Knotenpunkte beibeh#lt, die
jedoch mit zunehmenden M dem freien Ende des Stabes immer ndher
riicken, so dass fiir M = oo der letzte ganz in dasselbe fillt

Die zu ¢) gehirigen Werthe von Gy ndamlich:

3

.MU $T :
G = 2 (cos sl + Gof sl) 4 2 s* — (cos sl — @of s{) — 2 — (sin sl + Sin s/)
gy ) oy
, : . , Ml $*3
G'= 2 (sin sl + Cinsl) + 2 s* — (cos sl — Gof sl) — 2 — (cos sl — Gof s)
&2 Yy
zeigen, dass man auch hier fiir hinreichend grosse s/, ¢ = (' setzen kann, nur wird dieses

fiir den zweiten Wurzelwerth ¢ ungenauer als in dem vorhergehenden Fall, und um so mehr,
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je grosser M wird. In ¢) wurde aber gezeigt, dass fiir Tonhthen von gleichen Stellenzeigern
. . w -
As zur Grenze = hat, mithin der Punkt B durch das Belasten um mehr als - gegen A hin

verschoben wird, oder was dasselbe ist, ein Knoten ganz von dem Stabe verschwindet. Es
1st also hier der Fall miglich, dass ein Stab ausser bei seinem tiefsten
Ton anch bei seinem nichst hoheren noch ohne Knoten schwingt, und iiber-
haupt-die Anzahl der Knoten nicht mehr dureh n—1 gegeben ist, wenn »
den Stellenzeiger der Tonhthe bezeichnet, sondern mit Ausnahme von n=1
durch n—2.

In dem Fall a) hat man den obern und untern Theil des Stabes zu unterscheiden. Da
jedoeh « in 43) und 44) nur ein Bruchtheil von / sein wird, so kann hier in Bezug auf die

Zulidssigkeit G=G" zu sctzen, was fiir grosse ¢ erlaubt sein wird, fiir den Fall von ¢=3 5’:8
ein Bedenken entstehen, sobald @ nicht sehr klein wird. Es ist daher gut, die folgende

Betrachtung vorauszuschicken.

. G . o :
Setzt man in 53) e 1 4+ ¢, wo ¢ positiv oder negativ sein kann, so ist:

cosE—sinf—e*— 0 (sinf— Sink) = 0.

Indem man also G = G’ setzt, nimmt man statt der Abscisse des Durehschnittspunktes
der Curve

=—G (sinf— Gink) 4+ G (cos & + Goj &)

diejenige, die znr Ordinate v = ¢ (sin § — &in &) gehort, wo & der Gleichung 79) geniigt.
Aber es ist:
d,

= — ( (cos £ — BofE) — G’ (sin £ + Sin§)

s

fiir £ = & 1mmer gross, da fiir G = G’ das Glied mit ¢* nicht verschwindet, und daher die
Entfernung des Durchschnittspunktes der an (£7%') gezogenen Tangente mit der Abscissenaxe,
von £ oder: ‘

7

@z’
um so kleiner, woraus man schliesst, dass der wahre Durchschnittspunkt von&" nicht sehr ent-
fernt sein kann, und eine Nidherung selbst fiir nicht sehr kleine 8 mdglich ist, wenn man
G = G’ setzt.

Auch fiir den obern Theil gilt dieses, denn fiir @ und €' sicht man sogleich ein, dass man

setzen darf:

’
Q—”—uu

Fiir [ und [V bemerke man, dass wegen G = (, und wie man aus Gleichung 36) sieht
mit demselben Rechte wegen

a=d , pB=7
die in 46) und 47) mit cos s¢ und sin s¢ multiplicirten Glieder, die eine Gleichsetzung
von

M= — |
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nicht erlaubt hdtten, jedenfalls sehr klein werden, und man sieht demmach, dass auch in diesem
Fall durch das Belasten ein Verschieben der Knoten gegen das freie Ende hin hervorgebracht
wird, wenn aueh die Grisse dieser Verschiebung durch die angewandte Construetion nieht in
allen Féllen mit hinreichender Genawigkeit erhalten werden wird.

. . @ . . . ~ .
Nur bei kleinen 7 mag noch eine Bemerkung gemacht werden, in diesem Falle wird, da

a=oa =0, 3und 3 aber einen gewissen Werth beibehalten, die grisste Differenz in I' und I”

eintreten. Nimmt man noch immer @ = — ', so erhiilt man aus 54)
- £ - & —o
K' cosg— — Ksing—=¢ 7,
l {
WO
]7, I" ]v I‘
v\ = E’ A\ = — E .

Die eine Curve in Fig. 1, Taf. T wird also ecine andere werden, und die Durchschnirts-
punkté mit der Abscissenaxe werden fiir A>> A’ niher an A riicken, und daher auch die Punkte
£ & .... Ist nun die Vergrisserung der Schwingungsdauner, oder die Verminderung des o
kleiner als diese Verschiebung der & €,.... so erfolgtim obern Theil des Stabes eine
Verschiebung der Knoten gegen die Masse M, also gerade entgegengesetzt den
fritheren Fillen. Es muss dann [' > I'" sein. Betrachtet man aber die Werthe von G, G,
I', T so tritt dieses ein wenn cos c%positiv und cos c% = sin c%, oder anch wenn sowohl
cos c%als auehsinc% negativ sind und sin c; = cos c%. Fiir kleine « wiirde daher dieser Fall
immer eintreten, da dann noch Gof o az > €in c; ist, der Werth des s aber sich selhr weniy
indert.

In den Vorhergehenden bemerkt man die Anwendung der gemachten Untersuchungen
aut einen Fall, der in der Akustik hiunfig beriihrt wird. In b) wurde angenommen ¥ = 0,
Il = 0, dieses ist streng genommen in Bezug auf § = 0 nie zu realisiren, nur fiir M = oo
kann man auf andere Weise als durch Anbringen einer Masse dieser Bedingung geniigen. In
der That muss eine unendlichie Masse dureh die den Stab bewegenden Kriifte in Ruhe bleiben,
und daher gleichbedeutend sein mit einer Fixirung des freien Endes, jedoch so, dass es noch den
iibrigen Bedingungen geniigen kann, d. h. die Tangente an demselben keine unverinderliche
Lage behilt. Man wiirde dieses durch eine Drehungsaxe senkrecht auf die Schwingungsebene
oder durch Anstemmen des freien Endes an eine fixe Widerlage erreichen. Jetzt ist aber auch
die angehingte Masse als in einen Punkt concentrirt zu betrachten, und somit obigen Bedin-
cungen geniigt. Das in a) von den Grenzlagen der zweiten Curve Gesagte, dass sie niimlich
in unter sich parallele, auf der Abscissenaxe senkrechte Gerade iibergeht, die diese in den
T
T’
chen Stabes, iibereinstimmend mit den bekannten Thatsachen, wie die Quadrate von

. is . T ) . . . . .
<mfernungen 0, 5 o 9 13 T schneidet, zeigt aber, dass sich dic Tonhdhen eines sol-

0 5 9 13
) Zz’ Ii’ ﬂ’---.

verhalien. Dieselbe Ubereinstimmung ergibt sich in der Lage der Knotenpunkte.
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I1. Experimentelle Bestitigung der entwickelten Relationen.

Es wird nieht itberfliissig sein einige Versuche anzufiihren, die eine Bestitigung der im
vorhergehenden Absehnitt aufgestellten Thatsachen ermigliehen, nicht sowohl um die Rieh-
tigkeit der gemachten Voraussetzungen darzuthun, als vielmelr iiber die eingefiihrten Nihe-
rungen, die durch die Complieation des gestellten Problems nothwendig wurden, sich einige
Beruhigung zu verschaffen. Iis wird dabei vor Allem die Abhingigkeit der Schwingungsdauer
eine nithere Untersuchung bediirfen. und es wiire nur noch néthig sich iiber ein Mittel zu
entsehieiden, diese schnell und ohne zu grosse Umstindlichkeiten zu bestimmen. Die dircete
Vergleichung der Tonhhen hat immer seine Schwierigkeiten, kann auch bei der Belastung
seinen Dienst ganz versagen, wenn die Sehwingungsdauer zu gross wird. Aueh die graphische
Methode wird man gern nmgehen, wenn man fiir sie eine andere, wenigstens fiir diese Falle
bequeme und empfindliche Art der Beobachtung substituiren kann. Es mige daher erlaubt
sein, den eingeschlagenen Weg niher zu beleuehten.

Bekanntlich hat in neuester Zeit Liissajous auf eine sehr sinnreiche Weise die Inter-
ferenz zweier senkrecht auf einander polarisirten Schwingungen von verschiedener Schwin-
cungsdauer studirt, indem er von zwei Stimmgabeln, die in auf einander senkrechten Ebenen
oseillirten, und an ihren zugekehrten Seiten zwel Spiegel trugen, einen lenehtenden Punkt
reflectiven liess, dessen Bild sodann die entsprechende Iuterferenzeurve besehrieb und diese
als lenchtende Linie sichtbar maclhte. Um miglichst viele Fille zn umfassen, benéthigt man
jedoeh cine bedeutende Sammlung von Stimmgabeln. und wird iiberhaupt eine sehr sorgtil-
tige Aufstellung erfordert. Man kann jedoch auf eine weit einfachere Art zum Ziele gelangen,
wobei freilich der Vortheil, den entspreehenden Combinationston zu hisren, in manchen Fillen
wegfallen wird. Setzt man in Gleichung 56), was immer erlaubt ist,

XE=Acosg , AL =_rsmg,

so wird
80) y = Asin (15°t + )
o e A =N\ .
oder, wenn 7" die Schwingungsdauer, und ¢ = — gesetat wird, auneh

) o

81) y = A sin (% (t + A))

Was also die Anfangsbedingungen sein migen, immer lisst sich die Abweichung eines
Theilchens von der Gleichgewichtslage durch eine Gleichung von der Form wie 81) dar-
stellen. Es sei nun die Gleichgewichtslage eines Theilchens zugleich O der Ursprung der
Coordinaten, und auf dasselbe wirken die Krifte nach den Axen  und y, die denselben eine
Schwingung von der Dauer 7, und 7, mittheilen. Die Curve, die dieses Theilchen besehreibt,

wird dann bekauntlich erhalten, wenn man aus den Gleichungen

2z . on ,
x = /A sin = (t + 4), g/:[)’sm—;(t-{— A,

die Zeit ¢ eliminirt.
Bewegt man einc auf Oz senkrechte Gerade so, dass ihre Durchschuitte mit Oz den
Werthen von @, und eine zweite senkrecht auf Oy, so dass die Werthe von y ihre Durch-
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schnittspunkte bestimmen fiir jedes ¢, so ist der Durchschnittspunkt dieser Geraden die Lage
des Beweglichen zur Zeit ¢, und seine Bewegung ist die des schwingenden Theilchens. Diese
beiden Geraden sind in dem Versuche von Liissajous nichts anderes als die Durchschnitte
von Ebenen, die man sich senkrecht auf die beiden Spiegel- und Oscillationsebenen gelegt
denkt, mit einer vor das Auge gehaltenen auffangenden Ebene. Bei den hier anzufithrenden
Versuchen wurden die Curven auf andere Art erhalten.

@) Man nehme zwei an ihvem untern Ende eingeklemmte Stibe und befestige an ihren
frelen Enden kleine Schirme, in welchen zwei feine Spalten eingeschnitten sind, so gestellt,
dass diese senkrecht auf einander stehen. Bringt man beide Stibe in Schwingungen, so dass
auf jedem Stab nur eine Schwingungsart vorkommt, so kann man, wie sie auch beschaffen
sein mag, diese immer in zwei Componenten zerlegt denken, wovon die eine senkrecht auf
der Spalte steht. Die Spalten sind daher fiir diese Componenten nichts anderes, als die oben
erwihnten Geraden, und siecht man von oben durch dieselben nach einer gut beleuchteten
Fldche, entweder mit freiem Auge oder mit einer Loupe, so erscheint der Durchschnittspunkt
hell auf dunklem Grunde und zeigt beim Oscilliren der Stibe die entsprechende Oscillations-
curve. ,

Die zu den Spalten parallelen Componenten haben nitiirlich auf die Lage ihres Durch-
schnittspunktes keinen Einfluss, allein bei messenden Versuchen wird man immer gut thun,
die Stibe so breit zu nehmen, dass sie geradlinig schwingen und die Spalten senkrecht auf die
Schwingungsebenen anzubringen (Fig. 2, Taf. I).

Um den Einfluss der Belastung bei constanter Linge zu studiren, ist diese Methode sehr
geeignet, allein um emne Verdinderung von 7' durch Verkiirzen cines Stabes hervorzubringen,
wird sie wenig Spielraum darbieten, da das Abnehmen der Amplituden bald schr storen wird.
Fiir solche Fille kann man sich anders helfen und zugleich eine bequeme Art erhalten,
Schwerpunkt und Trigheitsmoment der angehiingten Masse zu beriicksichtigen.

6) An einem Stab von hinreichender Breite wird (Fig. 3, Taf. I) durch eine Klemmvor-
richtung ein Metallstiick M befestigt, welches nach aufwiirts gerichtet den zweiten Stab IS
trigt, so dass die Breitendimensionen dieser beiden Stiibe auf einander senkreeht stehen. An
dem obern Ende dieses letztern befindet sich ein kleiner hellpolirter Knopf K. Nach unten zu
ist an M eine Verlingerung angebracht, die das Laufgewicht ) triigt. Bringt man beide Stibe
aus ihrer Gleichgewichtslage, so ist leieht einzusehen, dass X die zu ihren Schwingungsdauern
gchorige Interferenzeurve beschreibt, denn dieser Punkt befindet sich in der That zur Zeit
¢ in beiden oben angefiihrten Geraden, somit in ihren Durchschnittspunkt. Die Curven selbst
werden durch den in X entstehenden Lichtpunkt wie beim Kaleidophon sichtbar. Verkiirzt
man auch den untern Stab bedeutend, so bleiben doch die von ilim herriihrenden Amplituden
gross genug, weil die Winkelbewegung der Tangente an M durch den Arm IS hinreichend
sichtbar wird.

.Obwohl der obere Stab, der einen Theil der Belastung des untern ausmacht, bei seiner
Bewegung die Gestalt veriindert, wird man nichts desto weniger ohne Bedenken 11 und ¥ der
angehingten Masse als constant annehmen kimnen. Diese Vorrichtung lisst sich umgekehrt
sehr gut beniitzen die Interferenzeurven darzustellen, da man im Stande ist die Schwingungs-
dauer des untern Stabes fiir jede Liinge zu berechnen. Auch geben diese Methoden, da die
einfachste Sehwingung ohne Knoten am leichtesten hervorzubringen ist, Gelegenheit dic auf-
gestellten Formeln gerade fiir den ungiinstigsten Fall zu untersuchen.
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Bevor man jedoch zu den Versuchen selbst tibergeht, muss man die Abhingigkeit der
Gestalt der Interferenzeurven von den Schwingungsdauern 7, und 7, kennen. Es ist dabei

o
nur nothwendig, gewisse Stiicke an ihnen zu beobachten um sofort —- zu finden, wie sich
,

aus ciner Analyse ihrer allgemeinen Gleichung ergibt, und iiberdies ist die graphische Dar-
stellung so einfach, dass man fiir die vorziiglichsten Fille eine Tafel geben kann. Dieses ist
in der That von Lissajous geleistet worden, vielleicht auch eine Discussion dieser Curven,
allein es standen keine Mittel zu Gebote etwas Niheres dariiber zu erfahren, daher es ent-
schuldigt werden mége, wenn hier eine vielleicht weniger vollstindige Darstellung einiger
besonders niitzlichen Eigenschaften versucht wird.

Da der Zeitpunkt, von welchem an ¢ gezihlt wird, willkiirlich bleibt, so kann man fiir die
betden Componenten setzen:

82) > — asin®m-. . Y = bsin 2% t——;A—

< Y

Lisst man die Zeit sich continuirlich iindern, so wird das Bewegliche seine Bahn durch-
laufen und moglicherweise wieder zum Ausgangspunkt zuriickkehren. Die Zeit 7’ nach
welcher dieses gesehieht, oder die Schwingungsdauer der resultirenden Bewegung muss so
beschaffen sein, dass sowohl in 82) als auch in den Ausdriicken fiir die Componenten der

Geschwindigkeiten

do 2zra ¢ d 25 A
83) — = —— cos 2z —, —”’:—,cos?: -
dt 1, T, dt T, T,
durch Substitution von
¢ = I
an die Stelle von ¢ nichts geiindert wird, daher man haben muss, wenn 1 und B ganze Zahlen
bedeuten, :
=471, = DT,
oder
. 5]
7

1. Danun A4 und B die kleinsten Zahlen sein miissen, die dieser Bedingung

1

geniigen, so werden sie erhalten, wenn man -~ auf die kleinste Benennung

74l

Yy
bringt, so dass 4 und B relative Primzahlen bedeuten. Ist aber 7, oder 7, in-

m

commensurabel, oder lisst sich —— dureh Abkiirzen nicht auf einen Bruch
I

bringen, dessen Zihler und Nenner ganze Zahlen sind, so gibt es fiir diese
Fialle keinen angebbaren Werth von 7', und das Bewegliche durchliuft keine
geschlossene Curve.

Elminirt man aus 82) das ¢, so ist die Gleichung der Curven

a )

. y . T
S4.) 2xA= T, arc (sm — Z) — T, are (Sm — = )

Heissen £ und % die kleinsten Bogen die zu den Sinussen — und l/—gehoren so kann man

@ b
fiir die Bogen nieht nur € + «.2x%, 1 + 3.2% sondern auch —§+ o .27 + &, — 7+ F.2n + =

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XXI. Bd. v
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setzen, und hat daher, je nachdem man 84,) nach @ oder y auflost, 7, = Bm, 1, = Am setut,
die folgenden Dopypelgleichungen

(. 9272 A ) (B 277 L,
7)) a8 =it —n— . L e =TS TN S— — 2%
Ly ) 513 1= p T B y=en 84T a3
A}
, A 277 1 A4 ) B 277 B B )
Iy r=as 5-——'———1— " —. 2% + —wpy=bsm | — Ao -2+ — =
floe=asii—pn——m +f 727+ 5 py=osmi— § + o+ o G2RE

wo das untere Zeichen fiir negative £ oder % zu nehmen ist.
Will man alle moglichen y. die einem bestimmten @ entsprechen, erhalten, so braucht
man nur fiir « und o alle méglichen Werthe zu setzen, diese sind aber nur von 0 bis A — 1

: . dy .
zu nehmen, denn fiir grossere Werthe kehren sowohl dieselben y als auch Tj wieder. Dasselhe
¢

vilt von a beziiglich 2 — 1 und man schliesst:
= o]
2. Eine auf Ox Senkrechte wird von der Curve im Allgemeinen 24 mal,

cine auf Oy Senkrechte aber 2B mal geschnitten. Ist das Verhidltniss —
Y
nicht dureh ganze Zahlen ausdriickbar, so wird die Zahl der Durchschnitts-

punkte unendlich gross.

Die Curven dndern sich mit dem A; kémwmt man jedoch bei einem gewissen A an, so
kehren die Curven in derselben Ordnung wieder. Um dieses Intervall zu bestimmen, inner-
halb welchen man A zu variiren hat, um alle méglichen zu 7, und 7, gehdrigen Curven zu
umfassen, betrachte man die Gleichungen $2). Setzt man hier A = A + &, so werden woll
fiir dasselbe ¢ andere 2 und y folgen, allein wenn nur von einer gewissen Zeit ¢ 4 t an, so-
wohl die x und y als auch die Geschwindigkeitscomponenten identisch mit denen von § = 0
werden, so sind die beiden Curven selbst identisch. Dazu ist aber erforderlich, wenn y, und
1, ganze Zahlen sind, dass man hat

v

woraus folot

o

und
7]
— =y, d =4 B
m )
denn man will ja den kleinsten Werth von 8, der obigen Bedingungen geniigt. Da der reehte

Theil nur eine ganze Zahl sein kann, so muss es auch der linke, worans man schliesst
o ? ?

e=m 1=y, 44— D

)

5. Um alle moglichen zu 7, und 7, gehdrenden Curven zu erhalten,
brauecht man Anur zwischen den Grenzen A = Ound A =m sichindernzu
lassen,und daAimmeralsecin Bruehtheil vonm erscheint, soistdie Form
der Curven nur von 4 und B. nicht aber von 7, und 7, selbst abhingig.
Setzt man das erste Differentiale von v und @ der Nulle gleich, so erhilt man die
Maxima oder Minima fiir die etnzelnen Curveniiste, u. z. B. fiir y die Gleichung
0 = b cos {i are (sin = i) i ( Ji ———1- — 0. cos ('11'0 s = 2) —i —-———1——
ST = T d v e P =gy =

a? a?
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»
y

. . . oo po T,
Diese Gleichung ist nur fiir y = + b erfiillt, und setzt man ¢ = + S in den Ansdruek

fiir x in 84y), so zeigt sich, dass aus £ und ', die gleichen Werthen von 1 und f8 entsprechen
den 2 zusammenfallen, mithin nur 2 I3 verschiedene 2 fiir y = + 4 scin kénnen.

4. Construirt man sich um O als Mittelpunkt ein Rechteck, dessen Sei-
ten parallel zu Or und Oy beziiglhich die Lingen 2 und 24 haben, so bleibt
die Curveinnerhalb dieses Rechteckes eingeschlossen, alle mit O und Oy
parallelen Tangenten fallen mit den Rechtecksciten zusammen, die von der
Curveim ganzen 24 4 2 Bmal, jede cinzelne aber, und zwar von denen zu
Oa parallelen B mal, von denenzu Oy parallelen aber A mal tangirt werden.

Nennt man y, und y, zwei zu demseclben @ gehorige y, und macht die Summe, so wird.
indem man diese y blos aus & oder R’ genommien denkt,

. b or ) B I
7 I — 256 sin 2 —15 -} —:—) + (¢ + 2.) —% 7:?' Cos ¢(a; — o,) — 7:5?
( b . 2xm D ( B
) 2/ ).) — 2/ ‘:' 5___ | ‘:‘ = - BN _l f(‘, e /.)» o _:z ‘08 \ .I,__ .,4, - ’]T,l
Y+ Y ;xm( JEF T ;] Ayt dly) 5 0 ((al g')AI ‘

wo A = mw gesetzt ist, so dass w einen echten Bruch bezeichnet. Jede dieser Summen wird
I g D . .o oo
unabhiingig von £ und A Null, wemn (a,—a,) — % cn ungerades Vielfache von < ist. Dazu
wird aber erfordert, dass /I gerade sei, denn dann kann man e, und a, so withlen, dass sie sich
A . . -
nur um - unterscheiden, d. h. zu gleiclier Zeit setzen:

3 -l ‘A4 .
a, = (1 By o ns — 1). G (., o I A— 1), wodurch alle « und somit alle

mdglichen y umfasst werden, die zu einem bestimmten a gehdren. Unter diesen sind also
immer je zwei gleich, dem Zeichen nach entgegengesetzt, woraus folgt:

5. Ist A gerade, so sind die Curven, was auch A sei. symmetrisch in Bezug
auf dic Axe der =, und ebenso in Bezug auf Oy wenn B gerade ist, und da
A und B nicht zu gleicher Zeit gerade sein kinnen, so wird mit Ausnahme
einiger gleich zu besprechender Iiille, nnr eine Axe der Symmetrie vot-
kommen.

Macht man die Summe zweier aus /2 und 2’ genommenen y, so ist:

e B & D D =

+ 2ada' £ 1) —.— cos ) E +
Al 2 A4l 2 ) (A 2 e

,. Lo
y+y = 24 sin SR [ m— ;,—(

Dieser Ausdruek kann nicht mehr unabhiingig von o fiir jedes 2 Null werden, um aber
die Abhingigkeit von w zu finden, diene foleende Bemerkung.

Es muss zundehst 4 w + (2¢4 24 4+ 1) B ein gerades Vielfache von -1 sein = g.1. dieses

[ 1 3,
erfordert vor Allem dass o = 0 oder w = < fiir gerade B, v = 0 oder w = - fir ungerade

B sei. Dann folgt weiter:

, gd — 4w
2o+ 24 + 1] =

der rechte Theil muss ungerade sein, weil es der linke ist, dieses ist aber immer fiir die
zusammengehorend angefithrten o und B moglich. Aus

v #
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gA.—-4w

. Bu -4
-:ufolgtg:iu

A

welcher Gleichung immer durch einen Werth von 2 » geniigt werden kann der kleiner als
A ist. Man hat daher:

, T 1

‘= —a
= Iy wF 1, . . ., . ., “ F 1
Vou a = 0 bis « = — — gibt diese Gleichung dic &' von ¢’ = 0 bis « = ——.

Da aber der Gleichung fiir ¢ anch geniigt wird, wenn man an dic Stelle von u, « 4+ 24

setzt, so 1st auch:
, wuF1 ;
a4 = *04 —*— 4‘1 — a,

e F 1
2
halb dieser Grenzen. Es ist somit erwiesen, dass der Gleichung fiir 2a + 2« 4 1 immer
geniigt werden kann, wobei man zugleich alle « und «, oder was dasselbe sagen will, alle
aus 2 und R gezogenen y beriicksichtigt. Eine dhnliche Betrachtung fiir  durchgefiihrt,

ergibt, indem man nur das von I3 gesagte auf A zu beziehen braucht, folgenden Satz:

6. Diein 5) angedeuntete Ausnahme bezieht sich darauf, dass die Curven
auch fiir ungerade A symmetrischin Bezug auf Oz, und ebenso fiir ungecrade
B symmetrisch in Bezung auf Oy werden kinnen, und zwar: ist Oz cine Axe der

+ 1 bis « = A~—1, auch die « inner-

und diese Gleichung gibt fiir die « von a =

. 1
Symmetrie, und 4 ungerade, fiir gerade Bund o =0, o =
. ot 3

fiir ungerade B und o = —, 0 = —

4 4

und Oy cine Axeder Symmetrie, beiungeraden B, fiir gerade 4, und 0 =0, w=

1
fiirungerade 4, und w=—, 0=
4

A w o] o

Untersucht man den allgemeinen Ausdruck fiir die Differenz zweier nicht zu denselben
x ‘gehirigen y, und die Bedingung wann sie Null wird, so kimmt man zu necuen Eigen-
schaften, wenn man zwei aus £ und R’ genommene y vergleicht.

Diese Differenz ist:

) , o D = (w—4w) , ~
y—y =2bcos {(E—c)ﬁ k 1 . 4 (2024 + 1) - 9} %
. . D rlo—w) . y B =
X 81n {(;-{—, ':.’J A R + (22 Qa’ + 1)1— . ?}

und sie wird, den zweiten Factor beriicksichtigt, nur dann unabhiingig von a Null, wenn

man in den beiden zu o und o' gehérigen Curven £ = — &’ nimmt. Der Ausdruck unter

dem Zeichen sin. muss dann ein ganzes Vielfaches von = werden, was méglich wird, wenn

I, . , 0 o -
® —w = — —ist, weil dann — 1 + (2a—24'+ 1) B ein Yielfaches von 2 4 fiir B ungerade,

oder B =2 p + 1 ergibt, oder dic Relation:
N\

1 . ,
5 (—1 + (20 — 24 + 1) ])’) = (a

o) Cp+1) +p=1rd .
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der immer durch a — & = n, wo » kleiner als 4, geniigt werden kann. Es ist dann fir a=mn,
@ =0, fira=A—1,od = A—n — 1, es geniigt aber auch » — »1 der obigen Gleichung.
und es wird fira=n —1,d = A —1,a =0, & = A —n, so dass alle méglichen a und «
beriicksichtigt sind. Was also in der zu o gelidrigen Curve auf der Seite der positiven z

cleo -, lieot 1n der ! ochoricen auf der Seite der necativen 1 umegekehrt
gelegen war, liegt in der zu w + - gehorigen auf der Sei gativen z, und umgekehrt.

Macht man noch dieselbe Untersuchung mit den Ausdriicken fiir , und beriicksichtigt 5),
so folgt:

1

Sind zwei Curven die zu denselben 4 und 77 gehiéren, in ihren w um -

-

verschieden, so sind diese der Form nach identisch, der Lage nach aber ver-
. . : . 1
schieden, und zwar erhdlt man aus der zu o gehdrigen Curve, die zu o 4

gehorige, wenn man sich erstere um jene Coordinatenaxe gedreht denkt, die
keine Axe der Symmetrie ist. I'iir ungerade -l und B bleibt also diese Axe ganz
willkiirlieh.

Setzt man jedoch & = £’, und betrachtet den ersten Theil in 7 — y’, o sieht man sogleich,
dass die Differenz Null wird, wenn

2 (w4w) 4 (2 i— 24 £ 1) B
i 2

to|

o

cin ungerades Vielfache von — ist. Liin ungerades I3 macht den ganzen Zihler ungerade,

-
-

1
wenn o + o' nicht — oder —- ist. Fiir gerade A miissen daher diese Werthe angenonmen

.4

werden, damit der Quotlent eine ungerade Zahl sein kann. Ist aber /A ungerade, so muss

. . . 1
der Zahler auch ungerade sein, was fiir gerade I wieder nur fiirw + o = - oderw 4 o' =

fiir ungerade B aber nur fiir v + o = 1 mdéglich ist. Beriicksichtigt man noch das zu 6)
erwithnte, dass namlich die o immer diesen Bedingungen gemiiss gewiihlt werden konnen,

3

so folgt:
8. Fiir ungerade A und B sind die von v = = fiir A oder I’ gerade aber die
&
von w = Toder () = Tlll] positiven und nenatlven Sinn zu OIuCh weit abstehen-

den o gehdrigen Curven der Gestalt und Lage nach identisch.
Die zu den eben genannten Phasendifferenzen gehirigen Curven sind aber auch durch
ithre Gestalt von den iibrigen ausgezeichnet. Denn setzt man £ = & und o = o’ so wird:

(940) . \ ‘ o, b =
-+ (20—2a & 1) T > §1n ¢ L (20—2d F 1)7l . =5

Indem man bemerkt, dass der erste Factor identisch ist mit dem in 8) behandelten, kann
man sogleich sagen:

. , 1
9. Fiir ungerade A4 und B fallen fiir o = 0 und o' = —, fiir 4 oder B gerade
1 3. \ \ N :
aber fiir o = o und o = o diec aus £) und R’') durch Veriindern des z sich erge-

Leuden Curveniiste iibercinander, die Curven erhalten in Folge dessen eine

einfachere Gestalt, und die Anzahl der Tangirungspunkte sollte jetzt halb so
A 1‘
gross.also —und — werden.
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Es ist aber wenigstens eine von den Zahlen 4 und 5 ungerade, daher miissen gewisse
Aste so iibereinander fallen, dass diese an die Seiten des Rechteckes kommen, ohne daselbst
zu tangiren, oder es miissen Riickkehrpunkte auftreten. An diesen werden aber die Richtungen

der Tangenten unbestimmt, daler muss fiir 2 = + «
dy . 13D 1
-~ = h.cos {arc (sin = ) S—
o b)) A 4 o
yli—s
az
o = 0 !
die Form — annehmen, oder y = + b sein.

Um sich zu iiberzeugen, dass fiir die in 9) erwiilmten w wirklich diese Riickkehrpunkte
vorkommen, nehme man die Gleichung fiir 7, die jetzt sowohl fiir & als anch fiir 22’ iden-
tisch wird:

D 2rw D ?

S5 y = 0 sin /- L —— AL ;= D
) Y sin o ikl L

URYY

Darm braucht man wegen 7) nur einen von den zusammengehiorigen Werthen von o zu

~

betrachten, da diese um — von einander verschieden sind. Iiir £ = + - soll nun y = + 4
werden. — Sind daher 4 und B ungerade. so muss, » = - « vorausgesetzt.
(4o + 1) B
Al

eine’ungerade Zahl werden. Dieser Bedingung kann aber immer geniigt werden, denn setzt
man zu gleicher Zeit:
L P A — 1

— = o L L 7=
4 o 4

I

wodurch a ecine ganze Zahl wird, weil A4* — 1 immer durch 4 theilbar ist, zugleich positiv
und kleiner als A bleibt, so kommt:

(de 1) B )
—;;—)— =pB=(1, 3, 1
da p nur 1 oder 3 sein kann.
Fiir 2 = — « setze man:
A P g [ |
— = — o= (b + 1) d — ——
1 T w + 1
dann wird :
(42 1) B
+j = (i—p) B=(3,1,) B
so dass die 2 = ¢ und @ = — « entsprechenden y immer entgegengesetzte Zeichen haben.

TIst aber B gerade, daher = 1, so muss jetzt @ = 4 @ voransgesetzt,

A
eine ungerade Zahl werden. Man kann aber « immer aus der Gleichung bestimmen

(4a—nd) b =A4—D —1
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wo 7 cine gerade Zahl bedeutet, denn links und rechts vom Gleichheitszeichen stehen gerade
Zahlen, und es 1st dann
14 (da4-1) B

- — /5]

fiir = — 1 braucht man nur zu setzen

«

1+ .1 b
e = {45('—[21 + 4 ";]/13' B=4—B—1,

und hat dann

Lt @18 _ p, 1 412
- )
woraus man sogleich sieht, dass, da diese ungerade Zahl sich von der vorhergehenden nur
um ein Vielfaches von 4 wunterscheidet, die zu @ = @ und 2 = — a gchirenden y dassetbe
Zecichen behalten. Eine iihnliche Untersuchung miisste fiir die Gleichung der 2 gemacht

werden, und man schliesst daher mit Riicksicht auf 7): .
10. In den unter 9) betrachteten Fiillen haben die Curven Riickkehrpunkte,
und zwar zwei; diese liégen fiir 4 und B ungerade an den Endpunkten ciner
Diagonale des umschricbenen Rechteckes, so dass fiivr jede der beiden oben
angefiihrten Phasendifferenzen cine andere der beiden Diagonalen gehort.
Ist aber etne der Zahlen A oder B gerade. so licgen diese Punkte an den End-
punkten derjenigen Rechteckseite, die auf der Axe der Symmetrie senkrecht
steht, und es wechselt diesc wieder fiir dic beiden Phasendiffercnzen. Will
man aus diesen Curven auf .4 und B schliessen, so hat man die Riickkehrpunkte
cleichsam als%zur Zahl der an ciner Scite vorkommenden Tangirungspunkte

hinzuzugeben.

Fig. 4, Taf. T zeigt den allmihlichen Ubergang in einen der obigen Fille fiir 4 = .
B =6, und die zu /£ and R’ gehorigen Curvendste sind in Bezug auf den Ausdreuck fiir y.
durch die punktirten und ausgezogenen Linien von einander unterschieden.

Der zweite Factor in der zu 9) gehirigen Gleichung fiihrt ebenfalls zu bemerkenswerthen
Ligenschaften, denn wird der Auxdruck uuter dem Zeichen sin. ein Vielfaches von =, so wird
y —y Null fiir die entsprechenden &, was auch o set. daher sich die Curveniiste unter einan-

2 -~
- wegfallen zu machen,

. o % . b
der schneiden, oder Vielfache Punkte haben miissen. Um zunichst e
L

setze man, £ als Bruchtheil von = betrachtet.

. 5 m
= o
. L ] .
wodurch der zweite Factor wird
. b m , b (
Bl == = T+ (a—a) — T,
A " v
. D ]1' ,
Setzt man — = p + *—, so dass also
A A
D m P

— — . —7 + (2—d) =
AT ( gl
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eine ganze Zahl sein muss, so geniigt man dieser Bedingung, indem man » = B setzt, wo
dann m < B bleiben muss, denn es ist immer méglich der Gleichung

— o + (a—d') p’
]

durch einen positiven oder negativen Werth von a— o' zu gentigen, der kleiner als -1 ist, und
k eine ganze Zahl bedeutet. Ist 8 = « — o so umfasst man zugleich alle moglichen o, wenn

 alle miglichen Werthe annimmt, denn es geniigt ja auch — A 4- & der vorigen Gleichung.

: n = o . . .
Es ordnen sich also alle zu § = -—— — = 4 —- gelidrigen y so, dass immer je zwei aus B

b
und R’ genommene iibereinanderfallen, mithin gibt es fiir jedes £, A solcher Durchschnitts-
punkte.

Dieses sind jedoch noch nicht alle méglichen vielfachen Punkte, denn es wiirden auch
die zu R und R’ gehirigen Curveniste sich untereinander und nicht blos gegenseitig schnei-
den. Allein Punkte, die der Gleichung fiir y zu Folge z. B. dem aus R genommenen Curven-
aste angehoren, gehiren in den Gleichungen fiir «, zweien aus £ und %’ sich ergebenden an.
In der That zwei in Bezug auf y nur zu R gehirende Curveniiste knnen sich nicht sehneiden,
wenn sie nicht wenigstens einmal die zu Oz parallelen Rechteckseiten tangirt haben. Da aber
in den Tangirungspunkten die aus B und 2" kommenden Curveniiste zusammentreffen, so ist
obige Behauptung erwiesen und gleichgiltic. ob man zur Bestimmung der iibrigen vielfachen
Punkte die Differenzen der aus I? und R’ folgenden fiir jede Reile besonders bildet, oder ob
man in den Gleichungen fiir z, die Differenzen solcher aus /2 und /2’ genommenen untersucht.

Fiir diese Differenzen x — 2’ gelten aber dieselben Schliisse, man hat nur < mit B zu ver-

wechseln.

’

Beriicksichtigt man also die Werthe: £ = ? - - ;—; ®, = %—t—i =, und die zugehorigen
y und z, so gelangt man zu folgender Construction.

11. Man beschreibe iiber zwei, zu OX und OY parallelen Rechteck-
seiten zwei Halbkreise und theile den mit dem Radius « in B, den mit
bin .1 gleiche Theile (Fig. 4, Taf I). Zieht man durch diese Theilungs-
punkte Parallele zu OY und OX, so liegen auf einer jeden dererstern A,
auf einer jeden der letztern B vielfache Punkte. Alle vielfachen Punkte
finden sich auf diesen Geraden vertheilt, bleiben auf denselben, wie
sich auch o i@ndern mag, so dass sie nur eine Verschiebung in den

oben genannten Geraden erleiden und ihre Anzall 1st:

AB—1) 4 B(l—1) =241 — (44 D)

Die unter 9) erwiihnten Curven miissen auch weniger vielfache Punkte haben, und da hier
jeder Curvenast zweien in der allgemeinen Form entspricht, so muss auch jedem vielfachen
Punkte dieser Curven vier in den andern Curven vor den Ubereinanderfallen je zweier Aste
entsprechen. s konnen aber wegen 11) diese Punkte nur in den Durchschuittspunkten der
dort angegebenen Greraden liegen, deren es (A—1) (B—1) gibt, und daher wegen 7) in jeder

(.1—1) (1)_1)

Curve nur — vorhanden sein, indem durch das Umlegen der Curve um die Axe,

die keine Axe der Symmetrie ist, keiner von den vielfachen Punkten auf einen in der ersten

Lage fallen kann.
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Es migen nur noeh einige Bemerkungen beziiglich der Geschwindigkeit des Beweglichen
in den einzelnen Punkten der Curven gemacht werden. Transformirt man die Ausdriicke fiir
die Geschwindigkeitscomponenten in dhnlicher Weise wie dieses fiir y geschah, und macht
man die Summe aus jeder der Reihen 2 und 2’ einzeln, so sieht man, dass diese unter den-
selben Bedingungen wie y, + y, verschwinden, daher:

12. Die in 5) angefiihrten Axen der Symmetrie, sind es aueh in
Bezug auf die Geschwindigkeitscomponenten, und diese sind fiir ent-
gegengesetzt bezeichnete @ und y ebenfalls von entgegengesetzter
Richtung.

Nimmt man aber die Differenz aus R und I2', so verschwindet diese zugleich mit y + ¢
also

13. Fiir die ilibrigen Fille, wo die Curven symmetrisch werden,
behalten die Componenten fiir entgegengesetzt gelegene Coordinaten
dieselbe Grosse und Richtung bei;
und .

14. Diese Richtungen werden entgegengesetzt fiir die Falle 9), so
dass in der zweiten Hialfte der Sehwingungsdauer die Curve in entge-
gengesetzter Richtung durchlaufen wird, die singuliren Punkte sind
daher Riickkehrpunkte der Bewegung, und .in ihnen die Geschwindig-

keit Null.
T\ dx\? — T\ dy \? 2
(=)@ o= @)@ +s="

Ferner hat man
woraus folgt, indem man die Geschwindigkeit in der Richtung der Tangente mit I” bezeichnet

r

= & ?‘/grl“) ((62—‘.172) 4+ I ([;3_?/2)}.

15. Abgesehen vom Zecichen gehdrt zu denselben @ und y auch eine
gleiche Geschwindigkeit, sic ist ein Maximum fiir =0 und y=0, wird
aber Null fiir «a = + e und y = + 0, 1n den IFFillen, wo diese Werthe zu
gleieher Zeit moglich sind.

Setzt man :
. (F)@e+ By —1 (7) (La? + B — 1
@ = ¥ =

2 2m\2 2 [ 2 \2
4 (77) ),

daher:

w| R
k\
59

so folgt:

+
2]

&
-3

16. Beschreibt man um den Ursprung der Coordinaten als Mittelpunkt
ein System dhnlicher Ellipsen, so dass a:3=B:4 wird, so sind die Durch-
schnittspunkte mit den Interferenzcurven, die zu einer Ellipse gehoren,

Denkschriften der mathem.-naturw. CL, XXI. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgliedern. w
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solche, wodas Bewegliche, abgesehenvom Zeichen, dieselbe Geschwin-
digkeit hat, was auch o sein mag.

a0 . 1 .
Die Taf. 11 enthilt einige cinfachere Fille der Interferenzcurven, um o fortschreitend,
. 1 3 ;
und nur von w = 0 bis v = o ausgefiihrt, da man nach den aufgestellten Eigenschaften sehr

leicht anf die zu den iibrigen Phasendifferenzen gehorigen Formen schliessen kann.

Bei der Darstellung der Curven auf die eine oder andere der oben angefiibrten Art und
Weise, hat man in gewissen Iillen einen cigenthiimlichen Anblick. Oft scheint es ndmlich,
als ob eine bestimmte Interferenzcurve nach und nach alle mdoglichen Formen, die bei gege-
benen A und B der Reihe nach auftreten, oder was dasselbe ist, dass alle @ von w =0 bis
o = 1 continuirlich durchlaufen wiirden. Diese Erscheinung zugleich mit dem Auftreten der
Combinationsstosse, wurde schon von Lissajous bel seinen Versuchen bemerkt, und sie tritt
immer ein, wenn die beiden interferirenden Schwingungen so beschaffen sind, dass ihr Ver-
hiltniss der Schwingungsdauern dem zu dem oscillirenden Curvensystem gehorigen schon
sehr nahe kimmt, und je niiher, desto langsamer sieht man das Oscilliren vor sich gehen.
Dicse Erscheinung hat ihren Grund darin, dass das Auge nur im Stande ist auf eine gewisse,
sehr kleine Zeit 1 einen voriibergehenden Lichteindruck zu behalten. Ist nun 7' grésser als T,
so kann das Auge nicht den Eindruck der ganzen Curve behalten, sondern nur den Theil der-
selben, der in der Zeit t zuriickgelegt wird. Ist nun die Curve sehr complicirt, also 7' sehr
gross, so werden die unmittelbar auf einander folgenden Curveniste einander so nahe kommen,
dass das Auge sie nicht mehr zu unterscheiden vermag, und daher eine Partie der ganzen
Curve als geschlossen erblickt. Die iibrigen Erscheinungen erkliren sich aus folgender
Betrachtung:

Setzt man in der Gleichung der Interferenzeurve

. 2 . @
9w = A . are (sm = %) =— /& are (sm = —)

[~3

A=A+ a, B=3B + § so erhiilt man, die Gleichung 82) beriicksichtigend

« t (B « ! Y : x
38 2w — + —5s—==-p=A.arclsmn==)—9B. Sl = —
88) {m (1 A) + ~ (B A)} [ . arc (sm b) B . arc (»m a)

17. Man kann demnach jede Interferenzcurve ansehen als entstan-
den aus einer andern, bei welcher die Phasendifferenz eine Funection
der Zeit 1st.

Hat sich die Zeit von einem beliebigen Augenblick an um

mdl

Arj——“o:

veindert, so kehren dieselben Curven wieder, da die Differenz der w die Einheit wird. Diese
Zeit wird um so kleiner, je kleiner o und 3 werden, was immer bei den oben angedeuteten
Cllen eintritt, und man sielt ein, wie es moglich wird, die zu 2% und B gehirige Curve in
allen ihren anfeinander folgenden Phasendifferenzen zu sehen, statt der durch A und B
bestimmten bei der Phasendifferenz w.
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Die Bemerkung 17) fiithrt unmittelbar zu einer Eigenthiimlichkeit der betrachteten Cur-
ven, indem man speciell als erzeugendes Curvensystem das zur Gleichheit von A und B
gehrige nimmt. Setzt man also

UE=—E = ]

so erhilt man ans 88) durch eine leichte Transformation, indem a =4 —1,=0—1
2 Y xy B [A t (1 1 ] P W t (1 1 ]
—_— - L oS Z T — — = T YV = SN ZT]— - — =T
+ b* ab Lo T m \ A b 4 + m \ A B
die Gleichung einer Ellipse.

Allein die Neigung der grossen Axe und die Grisse der beiden Halbaxen sind Fune-
tionen der Zeit. Die Ellipsen durchlanfen alle Gestalten, die sie durch Verindern der Phasen-

tJl &

\‘9)

differenz in der zu 4 = B =1 gehorigen Interferenzcurve annehmen wiirden, gehen also von
der genecigten Geraden allmihlich in eine Ellipse, von dieser in diejenige, deren grosse Axe

senkrecht auf Oz steht, sodann in die entgegengesetzt geneigte Ellipse und Gerade iiber n.s. f.;

den jedesmaligen Neigungswinkel der grossen Axe findet man aus der Gleichung

2 ab cos 2 z[%-i‘L(%_%)]

m
a — b

90) tng 2o =

und die Zeit in welcher alle Phasendifferenzen durchlaufen sein miissen, damit der in der
verinderlichen Ellipse sich bewegende Punkt die zu A, D gehirige Interferenzcurve
beschreibt, 1st

0 l mAD
B
und wenn man die Schwingungsdauner einfiihrt
= =& r
T B—4

wo das doppelte Zeichen © immer positiv zu nelimen erlaubt.

Es moge nun gestattet sein einige Zahlenwerthe, wie sie die bis zu diesem Augenblick
ausgefithrten Versuche ergeben, vorzufithren. Sie beziehen sich auf die in Art. II zuerst
beschrichene Methode, wo constante Lingen angewendet werden. An den Stab, dessen
Schwingungsdauer verdindert werden solite, wurde nicht ein Schirm mit einer Spalte, sondern
ein hellpolirter feiner Drath in der Richtung derselben, der eine feine Lichtlinie erzeugte,
angebracht, um auf diese Belastung die in 6) zuerst angefiihrte Methode anwenden zu kinnen.
Die Lingen wurden so lange regulirt, bis als Interferenzcurven die Ellipsen erschienen, so-
mit die Schwingungsdauer an beiden Stiben gleich war. Nun wurde der den Drath tragende
Stab belastet, durch ein Gewicht, welches mittelst zweter Gegenschrauben angedriickt
(Fig. 2, Taf. 1) eine moglichst kleme Beriihrungsfliche erforderte, und dieses Gewicht so
lange verschoben, bis die zu A =3, B =2 gchirigen, und sodann die zu 4= 4 und B=
gehorigen Interferenzeurven sich zeigten; wobei natiirlich der zweite Stab unveriandert blieb;
sodann wurden durch ein grisseres Gewicht wieder die Curven (3, 2) erhalten. Auf diese
Weise war das Verhiltniss der Schwingungsdauer des belasteten und unbelasteten Stabes

w ok
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bekannt. Die Linge / des Stabes musste noch wegen des am Ende befindlichen Drathes nach
Gleichung 68) corrigirt werden, und man erhielt sodann folgende Daten:

mm

M=12-807 grmm. {=325-8

1) (3,9 M= 6-960 » a—=271'0
.3) (4,3) M= 6-960 ” = 2307
3) (3,2 M=13-585 = DL

Nach der unter @) gegebenen ersten Naherungsformel wurden mit diesen Werthen die £
berechnet und erhalten

£, = 0-04432, £ = —0-05254, £ = 0-03291

G . . e . .
darans — berechnet und quadrirt, gibt als berechnetes Verhiltniss der Schwingungsdanern

. 1) 1-5018 2) 1-3280 3) 1-4796
wihrend
1+5000 1-3333 1-5000
nach der Beobachtung sein soll. Diese erste Niherung ist also im ungiinstigsten Falle bis auf
0-02 genau, wo doch im dritten Fall Mt eine bedeutende Grosse hat. Man muss aber beden- -
ken, dass, da hier die £ sehr klein sind, der angewandte Niherungswerth fiir diese Fille sehr
glinstig war.
Eine zweite Versuchsreihe wurde mit einem am Ende belasteten Stab gemacht, und die
Schwingungsdauer durch verschiedene Gewichte verandert.
Es war hier: .
M = 1-9685 grmm. I = 122-1
(1,1) M= 1-901
(4,3) M = 3-657
(3,2) M= 4-735
(2,1) M = 8-623 .

Die angehingten Gewichte waren von cylindrischer Form, in der Axe durchhohrt, so
dass ein Befestigen im Schwerpunkt moglich war.

Geht man mit diesen Zahlen in die unter &) gegebene erste Niherungsformel, wo noch
im rechten Theil £ = 0 gesetzt ist, so findet man

1) (1,1) 0-63460 016728
2) (4,3) 0-79411 0-10881
3) (3,2) 0-84654 008959
4) (2,1)  0-94169 0-05472

und daher weiter

£, = 0-43716, & = 0:60079, & = 0-64796, & = 0-72557.
Damit erhidlt man

6, = 1°13363, s, = 0°97000, ;= 0-92283, s, = 0-84522.
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. . . 0 N N 7y b = . .
Bildet man jetzt die Quotienten —, —, — und guadrirt, so bekommt man als Verhiltniss
5

Ty T3

4
der Schwingungsdauer des mit M, zu den mit MW, M, M, belasteten Stabes

1-3658, 15000, 1-7983,
withrend sein soll
1-3333,  1:5000,  2-0000.

Dieses zeigt aber zur Geniige, dass die & schon sehr nahe richtig sind, und in der That
erhielte man jetzt aus den genauen Formeln genug iiberemstimmende Resultate.

Die zweite Methode konnte aus Mangel cines genau ausgefiihrten Apparates noch keine
zu Messungen nothwendigen Daten Liefern, allein die Darstellung der Interferenzeurven gelang
vollkommen mit einer ganz rohen Zusammenstellung.

Dass iiber die Knoten Gesagte kann ebenfalls sehr leicht bestiitiget werden, indem man
dieselben auf gewshnliche Weise durch Papierringe sichtbar macht. Es zeigte sich unzweifel-
haft das Ilinansriicken der Knoten gegen das freie Ende beim Anhiingen eines nicht zu grossen
Gewichtes, das Verschwinden cines Knotenpunktes, und endlich auch die Bewegung gegen
das fixe Iinde, sobald das angehiingte Gewicht und seime Entfernung « von demselben nicht
gross war.

o CE



